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COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL ESTRUCTURAL
EN REDES COMPLEJAS

NUmero de paginas: 115.

OBJETIVOS Y METODO DE ESTUDIQ El desarrollo del presente trabajo se enfoca en
estudiar el efecto de la estructura de instancias en la @pichgpdl computacional al resol-
ver un problema. Para realizar este trabajo, se acota lag@oblde estudio a instancias
de problemas computacionales relacionados con grafosci@isamente al problema de
k-coloreo. Esto no es impedimento para que el estudio senegtia otros problemas

computacionales, gracias a las reducciones que se puedizarentre problemas.

Con el fin de observar efectos estructurales de las instaanita solucion del pro-
blema, se utilizan modelos de generacion de redes comaplegacuales proporcionan una
herramienta para generar instancias de grafos de iguafitaynarden pero con diferen-
te estructura; también se utilizan funciones de caraeteibn de redes complejas para

obtener medidas de propiedades estructurales de lasdizst@@neradas.
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RESUMEN XIX

Se toman algoritmos del estado del arte para la solucigprdblema dé:-coloreo.
Estos algoritmos formulan de diferente manera la funcigjetovo y la vecindad de so-
luciones, lo cual permite — independientemente de estosagpsctos — observar la

influencia de la estructura de la instancia en el espacioldeisnes generado.

Para cuantificar los efectos estructurales en el desenglgédtmico, se propone
una medida de desempefio basada en la convergencia dedosradg hacia la solucion
final. Se hace uso de disefios experimentales, regresiocalg®ytmos de agrupamien-
to para establecer relaciones entre la medida de desemafdtritmico propuesta y las

propiedades estructurales de las instancias y como eslas#n.

CONTRIBUCIONES Y CONCLUSIONES La contribucion del presente trabajo se centra
en establecer un marco de trabajo efectivo y practico pastwedio del efecto de la estruc-
tura de instancias de grafos en la complejidad computalailenan problema. Para ello se
propone una medida que refleja el efecto de la estructuraidstéancia en el desempefio
algoritmico independientemente del tamafo de la insanparametros del problema.
Esta medida puede ser aplicada en el estudio de los efettostesales de instancias de
otros problemas computacionales diferentes al abordadstarnesis y usando otros tipos

de algoritmos.

El marco de trabajo propuesto permite establecer relagientre caracteristicas
estructurales de instancias y el efecto que tiene en la li#tcasociada a la solucion del
problema, lo cual proporciona las bases para desarrofiariahos especializados que
tomen en cuenta la estructura de la instancia de forma quevs&gmeficientes, desarrollar
algoritmos que en tiempo de ejecucion se adapten a la egtude la instancia y optimizar
la estructura de instancias de redes reales para facilddrcaltar un proceso segun las

necesidades del usuario.

Firma del asesor:

Dra. Satu Elisa Schaeffer



CAPITULO 1

INTRODUCCION

Los problemas computacionales no son solo cosas que tiereregolverse,
tambEn son objetos que valen la pena estudiarse.

- Christos H. Papadimitriou.

El ser humano desde sus origenes se ha enfrentado a siemeio diferentes contextos
gue debeesolvertomando en cuenta lgscursosdisponibles, evaluandalternativasde
solucion y eligiendo la mejor o mas adecuada en ese mom@atdorme el hombre ha
evolucionado, también han evolucionado los problemasdabe resolver. La cantidad
de factores que intervienen en los problemas ha crecido yateera en como los facto-
res interactlian entre si hace que los problemas sean eadaas complejos [Heylighen,
1999]. Por ello la necesidad de contar eaoacanismosgjue lo auxilien en el proceso de
solucion de problemas. Ante esta situacion se ha puestaddiesto la necesidad de defi-
nir claramente procedimientos a seguir para resolver unigmma, lo que se conoce como
algoritmg también se han creado maquinas que realizan grandrgasapara solucionar
problemas. Hoy en dia, cada vez mas, se hace uso de las taaloras para solucionar
problemas, tomar decisiones, facilitar actividades daladdia y hasta tener un rato de

esparcimiento.

De cierta manera, ahora las computadoras se encuentrdvigerdo problemas,
evaluando alternativas y presentando la mejor o las megpasbles, saber que un proble-
ma se puede resolver por una computadora no basta paraidesulta practico hacerlo

0 no. Se tiene que tener en cuenta que es posible resolverameagtidad de problemas,
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es decir, se puede diseiar un algoritmo y escribir un progyaero los recursos diem-

po de procesamiento y ekspacioen memoria de las computadoras son importantes en la
practica. Actualmente la cantidad de memoria de una ccedpué es un recurso limitado

y generalmente se desea un tiempo de respuesta corto centaeaptamaro del proble-
ma que se esta resolviendo; también es deseable sabeasbediel problema a resolver

es facil o dificil lo cual se aborda en este proyecto.

En este capitulo se abordaran de manera general, en larprgaccion, los temas
gue se trataran en la tesis, los cuales se abordaran can detglle en el Capitulo 2. Pos-
teriormente se describira el problema que se esta abdodénque motivo a estudiarlo,

la hipbtesis principal de este trabajo, los objetivos f@ados y la contribucion cientifica.

1.1 ANTECEDENTES

El ser humano interactlia constantemente con sistemadyiezglo problemas y
tomando decisiones. Usistemaes un conjunto de elementos que se relacionan entre
si para lograr una tarea especifica. Muchos sistemasatestyrhechos por el hombre son
considerados comsistemas complejogstos sistemas complejos estan caracterizados
por tener una gran cantidad de elementos que interacttignstnle acuerdo a reglas que
cambian con el tiempo, lo que provoca una dinamica en lasxtones de los elementos,
generando comportamientos y fenbmenos que no son préeeaibexplicables a partir
del estudio aislado de los elementos [Amaral y Ottino, 2004$ sistemas complejos se
presentan a diferentes niveles de organizacion comodas maetabblicas de proteinas y
redes de neuronas a nivel celular; redes de transporte, dedelecomunicaciones y redes

sociales a nivel tecnolbgico [Barabasi, 2007].

Los sistemas complejos pueden ser modelados a travgmfless donde los ele-
mentos son representados pmdosy las relaciones existentes entre los elementos se
representan mediantgistas Estos grafos conocidos comedes complejaproporcio-
nan una herramienta flexible y general para representar dermabstracta los sistemas

complejos y los cambios dinamicos en su patron de condiaadotopologa [da F.
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Costaet al,, 2007]. Las redes complejas poseen una estructura tapalog trivial y un
comportamiento dinamico, lo que ha motivado el estudicagedracteiisticas estructu-
rales de estas redes. En este proyecto se busca establecer unilogito que permita

entender como estas propiedades influyen en los procesaedievan a cabo en ellas.

Segln la manera en que se relacionan entre si los elem@antased compleja, se
pueden clasificar como redasiformegErdds y Renyi, 1960], redes gequéo mundo
[Watts y Strogatz, 1998] y redes lilere escalao exponencialefAlbert y Barabasi, 2002].
Cada una de estas redes posee caracteristicas estesual las hacen vulnerables o
resistentes a ataques intencionales o fallas aleatorglsestema que representan. Debido
a la gran cantidad de sistemas que pueden ser modelados edesccomplejas, diversas
investigaciones se han enfocado realizar analisjgrolgiedades topdigicasen términos
de multiplesmétricas[da F. Costeet al,, 2007] y en el estudio de Igzrocesogjue se
llevan a cabo en las redes complejas y que pueden versedafeqtar la estructura de la
red compleja [Alderson, 2008; Lopez, 2007; Schaeffer 6200

Un fenbmeno de interés en el area de los sistemas commpsjel fenbmeno de
percolacbn que describe las transiciones abruptas del sistema de agoestro, llam-
dastransiciones de faséeste fendbmeno esta relacionado con la aparicion de wpogr
de elementos de tamafo infinito que tiene como consecueacihios significativos en
propiedades fisicas del sistema [Albert y Barabasi, P2 las redes complejas la per-
colacion esta relacionada con la probabilidad con la cymdrér de grupos aislados de
nodos se forma un grupo de gran tamafo que se expande poliatogth o viceversa;
en términos mas sencillos, estudia qué pasa con la rededininan o agregan nodos o
aristas aleatoriamente. Una de las principales aplicasiolel estudio del fenbmeno de

percolacion es la robustez de las redes de comunicaci@iggitas [Holme, 2004].

Se ha descubierto que algunos problemas computacionakfosldos comdP-
completos dNP-durog presentariransiciones de fastl como los sistemas complejos.

En estos problemas las transiciones de fase se refieren gosanba dificultad de resol-

ILa claseNP contiene aquellos problemas que son decididos por unaingde Turing no determinista
en tiempo polinomial. Los problem&#P-completos son los mas dificiles de la cldf; este tema se trata
en la Seccion 2.3.
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ver el problema [Achlioptast al., 2005; Fu y Anderson, 1986; Martet al., 2001]. Se
ha detectado que de acuerdo a ciertos parametros refeadrmmblema se pueden pre-
sentar diferentes transiciones de fase en la soluciorrdelgma [Achliopta®t al., 2005;
Mammen y Hogg, 1997]; ejemplos de tipos de transicionesesseptan en la Figura 1.1.
Es importante recordar que el uso del término “dificultastaerelacionado con el costo
computacional asociado al uso de recursos como tiempo degamiento y espacio en

memoria.

Costo computacional
Costo computacional

Parametro Parametro

(a) Transicbn facil-dificil. (b) Transicibn dificil-facil.

Costo computacional

Parametro

(c) Transicbn facil-dificil-facil.

Figura 1.1: En problemas computacionales, al variar un parametrordblgma
en cierto rango, se puede observar un cambio drastico efidaltéd asociada
al costo computacional. En la Figura 1.1(a) se muestran icanale un régimen
facil a uno dificil. También se pueden tener cambioseggmen dificil a uno facil
como en la Figura 1.1(b). Ademéas se pueden tener cambio8gifeen facil-
dificil-facil (ver Figura 1.1(c)) cuando ciertos paranoes asociados a la instancia
del problema cambian.

Para estudiar la facilidad o dificultad con la cual se reguetvproblema, se ha re-

currido a analizar las propiedades del espacio de soluEgererados por los algoritmos
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de bUsqueda. Este espacio de soluciones es representadocasuperficie de aptitudes
[Rosas, 2007; Yossi y Poli, 2005] y su caracterizacion da sirientada a describir las

trayectorias que siguen los algoritmos en la busqueda fi@esesoluciones.

1.2 DESCRIPCDN DEL PROBLEMA

La teoria de complejidad computacionabtudia la cantidad de recursos compu-
tacionales — tiempo de procesamiento y espacio en memoriacesarios para resolver
un problema en speor casoEntre mayor sea la cantidad de recursos usados se dice que

el problema es mas dificil de solucionar [Papadimitrit@94].

Estructura Parametros
de la N del
instancia®”  “problema

Tamano
de la
instancia

Figura 1.2: Factores que influyen en la solucibn de un problema en sugasor

Para estimar esta cantidad de recursos y por ende la difialddgproblema se ha
tomado como referencia &lmdio de la instancialel problema que se desea resolver; en
términos simples, la cantidad de datos que se procesararsplucionar el problema. En
general es de interés realizar esta estimacion en urdearginitico, es decir, para un

tamano de instancia suficientemente grande.

Estudios recientes indican que considerar solo el tamafia ohstancia no es su-

ficiente para determinar si sera facil o dificil de resolfFlum y Grohe, 2006; Orponen



CAPITULO 1. INTRODUCCION 6

et al, 1994]. Lateoria de complejidad parametrizadeplica como los parametros de un
problema influyen de manera importante en el uso de estossoscpara su resolucion
[Flum y Grohe, 2006]. Aln asi en la practica, para ins&@sde igual tamafo y con los
mismos parametros de un problema, se observa que unaxiastae resuelven mediante
diferentes algoritmos mas facilmente que otras [Poruiritad., 2010; Smith-Milest al,,
2009; Watsoret al,, 1999]. Esto da indicios que la estructura de la instancizresfac-
tor (véase Figura 1.2) que influye de manera significativia éacilidad o dificultad para

resolverla, siendo este tema lo que se estudia en este fyoyec

Es en este punto donde surgen cuestionamientos importgugesnotivan el desa-
rrollo del presente proyecto de investigacion: ¢ Quapiedades estructuralede las ins-
tancias afectan en elesempio de los algoritmosusados para resolver el problema?
¢, Qué propiedades estructurales de las instancias hagehgpoblema a resolver sea mas

facil o mas dificil? En esta tesis se buscan las respsiastatas preguntas.

1.3 USTIFICACION

En este proyecto se buscaracterizar la dificultadde una instancia en términos
mas descriptivos que el tamafo de la misma, que es la medaleional de complejidad
computacional. El principal objetivo adentificar caracteisticas estructuraleen las
instancias que permitan determinar si se esta ante uremaiatfacil o dificil. Con esta
informacion se podran establecer las bases para la ooogin de instancias faciles o
dificiles de resolver lo que lleva también a disefar gsgbnar algoritmos que obtengan

ventajas del conocimiento de la estructura de la instancia.

De interés particular es ptimizacbn estructuraldonde una instancia dada se mo-
difica para que la solucién de ciertos problemas sea ned®fdificil. Existen situaciones
donde se requiere que la infraestructura facilite cierroggsos como el transporte de
mercancia 0 mensajes, evacuaciones en caso de desasrésidelz vial, mientras en

otras situaciones es deseable que ciertos procesos sideslde realizar como la pro-
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pagacion de virus y ataques a un sistema de transporte,@ras [Kicingeret al, 2005;
Surryet al, 1995; Xu, 2010].

1.4 HIPOTESIS

La hipbtesis principal de este trabajo es que ademasrdalitade la instanciay los
parametros del problema a resolver, la complejidad ddueism de un problema dada
una instancia se ve también afectada por la estructuramestaa; por ello es necesario

estudiar, analizar y caracterizar sus propiedades estraies

1.5 OGBJETIVOS

El objetivo principal egstablecer un marco de trabajo efectivo ygaticopara pro-
blemas de grafos, extensible a otros problemas trataddas pemplejidad computacional,
gue permitacaracterizar la dificultadnherente en la estructura de instancias iguales en

tamano pero distintas en terminos estructurales. Pgrarieste objetivo es necesario:

Generar instancias de grafode igual tamé&o pero diferente estructura

= Caracterizar instancias través denedidasde propiedades estructurales.

= Caracterizar el desemji® algoritmicotomando en cuenta leonvergenciale los
algoritmos de blsqueda hacia una solucién, de tal forredajcaracterizacion per-
mita distinguir efectos de la estructura de las instanaiasd desempefio algoritmi-

CO.

= Diseflar experimentogjue permitan establecer qué propiedades estructuralas de
instancias hacen que sean faciles o dificiles de resplgaé relacion guardan estas

propiedades estructurales con el desempefio algoritmico

= Realizar y documentaxperimentaadn de los efectos de propiedades estructurales

en el desempefio algoritmico.
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1.6 CONTRIBUCION CIENTIFICA

El presente trabajo de tesis aporta dos contribucionesipaies. La primera es la
formulacion de unanedidade desempefio algoritmico que permite observar el efed d
estructura de la instancia, independientemente del tahafa instancia y los parametros
del problema. La segunda es el desarrollo denanco de trabajajue permite establecer
relaciones entre el desempefio algoritmico y las propieslastructurales de las instancias
de grafos; esto con el objetivo de lograr un entendimiendfupdo de la manera en que

la estructura del grafo impacta en la solucion de un proalem

El conocimiento de la estructura de la instancia se puedwaghar en etlesarro-
llo de algoritmos especializadgmra ciertos tipos de instancias que ocurren en campos
de aplicacion particulares para alcanzar mayor eficierumaputacional y mayor calidad
en aproximacionésapidas. También permite el desarrollo de métodos dec&oiadap-

tativosque caractericen y aprovechen la estructura de la instandiampo de ejecucion.

La meta es contribuir en learacterizacbn de la complejidad de una instaagi
tomando en cuenta no solo el tamafo de la instancia o pa@ el problema, sino

también la estructura de la instancia.

1.7 ESTRUCTURA DE LA TESIS

El restante del trabajo se encuentra estructurado de li@stgumanera: en el Capitu-
lo 2 se presentan los fundamentos tedricos y conceptosargae de las diferentes areas
gue convergen en el desarrollo de este trabajo como lo esrla e complejidad compu-
tacional, teoria de grafos y redes complejas. En el Clapdtse presenta una revision de
la literatura existente donde se ha trabajado para detarmiré estructura de la instantia

es mas facil o mas dificil, como se ha abordado y quédedrado.

2Se entiende por aproximaciones a las soluciones de un pralij@e se encuentran dentro de cierto
rango alrededor de la mejor solucion posible que se puetténar de un problema [Vazirani, 2001].

3Muchos de los trabajos relacionados usan indistintamestéérminosproblemae instancig en la
Seccion 2.3 se hace enfasis en la diferencia entre essd§ighoinos.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 9

En el Capitulo 4 se describe el método de estudio llevadaba para la realiza-
cion de este trabajo. En el Capitulo 5 se presenta la pstgue un marco de trabajo
para abordar el problema planteado asi como la propuestaamedida de desempefio
algoritmico que permite detectar la influencia de la ettiracde las instancias en la solu-
cion del problema. En el Capitulo 6 se describen los erpanios realizados y se analizan
los resultados obtenidos. En el Capitulo 7 se describecolaslusiones del trabajo y se
comenta brevemente el trabajo que queda por hacer comoccemsa de los resultados

obtenidos y nuevos cuestionamientos surgidos.



CAPITULO 2

FUNDAMENTOS TEORICOS

Los que se enamoran de lajatica sin la teora
son como los pilotos sin tiom ni brbjula,
gue nunca podin saber a énde van.

- Leonardo Da Vinci.

En este capitulo se presentan definiciones y conceptaobatke las areas de cono-
cimiento necesarias para abordar el problema planteadoy@ibles se hace referencia
en el presente documento. En la Seccibn 2.1 se presentaeptos de teoria de grafos
los cuales permiten una mejor comprension de las demamses. En la Seccion 2.2 se
abordan temas de teoria de redes complejas, los cualessesamnios para la generacion y
caracterizacion de instancias. Es importante hablar tiotéa de la complejidad compu-
tacional, por lo cual en la Seccion 2.3 se aborda este tegaida de la Seccion 2.4 donde
se toca el tema de complejidad parametrizada. En la Se2dose presentan conceptos
basicos referentes a los problemas de optimizacion yeposnente en la Seccion 2.6 se

aborda el tema de algoritmos metaheuristicos.

2.1 TEORIA DE GRAFOS

El estudio de la teoria de grafos comenz6 formalmentedm&uler [1741] resol-
vib el problema de los puentes de Konigsberg, observanddagsolucion del problema

dependia solamente de las propiedades de sus conexiopestirAde entonces los gra-
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fos se han convertido en una herramienta importante ensdiséreas del conocimiento,
ya que permiten representar de manera abstracta situa@onas cuales elementos se
relacionan entre si. A continuacion se describe formatmi terminologia de teoria de

grafos utilizada en el presente trabajo.

Un grafo G esta definido por dos conjuntgs= (1, Eg), dondeV; es el conjunto
de nodos o ertices los elementos que se desean representdsg s el conjunto de
aristas o conexionegue son las relaciones existentes entre los nodos. El donfin
esta formado por pares de nodos de la foring (Si tenemos una arista () se dice que
ésta es una aristaflexivallamadalazo. Cuando estos pares son no ordenados se dice que
el grafo esno dirigido; cuando los pares son ordenados se tiengrafo dirigido. En un
grafo ponderaddas aristas, ya sean dirigidas o no, tienen asociaduesow(i, j). En la
Figura 2.1 se muestran ejemplos de estos tipos de grafass Botlos o las aristas tienen
asignadagtiquetagjue los haga distinguibles unos de otros se tiengrafo etiquetado
En este trabajo se utilizan grafos no dirigidos y no pondesaglor lo cual las definiciones

mencionadas a continuacion se formularan en terminestetipo de grafo.

7
A A
t'L
1 »®
® %)
4
(a) Grafo no dirigido. (b) Grafo dirigido. (c) Grafo dirigido ponderado.

Figura 2.1: A la izquierda se tiene un grafo no dirigido con seis nodosyesi
aristas. En la figura del centro se presenta un grafo diridida derecha se tiene
un grafo dirigido y ponderado.

El nUmero de nodos = || es denominadorden del grafoy el nUmero total de
aristas = | Fg| se denomingameho del grafo El tamafio del grafo puede ser como mini-

mo cero y como maxime(n — 1)/2. Ladensidadde un grafaden(G) es la proporcion
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de aristas presentes del maximo posible:

den(G) = 2¢/(n(n — 1)). (2.1)

Dos nodos soadyacentesi una arista los une. Matematicamente un grafo se puede
representar mediante una matriz cuadrada de dimension, llamadamatriz de adyan-
cenciaA; cada elemento de la matriz de adyacemtid, j) representa la presencia o
ausencia de una arista entre los nodgs;j. Si existe una arista entre los nodog 7,
entonces:; ; = 1, en caso contrario; ; = 0. El conjunto de nodos adyacentes a un nodo

i del grafoG se denomin&onjunto vecinalel nodoi y se denota por(i).

g = (V,E)

Vo = {1,2,3,4,5,6,7,8}

Eg = {(1,2),(1,3),(1,4),(1,7),(1,8).
(2,3),(2,4),(2,8),(3,5),(4,7)
(4,8),(5,6),(5,8),(6,7)}

n = |Vg|=8
e = |Eg|=14
ra = {2,3,4,7,8}
kio= [FA)|=5
(k) = 2e/n=(2x14)/8=3.5
5(G) = ke=2
AG) = k=5
den(9) 0.5

Figura 2.2: Grafo y su descripcion mediante la notacién descrita.

El nlmero de nodos adyacentes a un noée elgradodel nodoi y se define como

ki = Zaz‘,j = [I'(2)]. (2.2)

El grado maximodel grafoG se expresa coma(G) y el grado ninimocomod(G). El
grado promedialel grafoG se representa com@) = 2¢/n. En la Figura 2.2 se presenta

un grafo con la notacion de los conceptos descritos hatgaresnento.
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Cuando se tiene un grafo de tamafio maximo se dice que @ gsafompletoy
se denota com&,,. Si todos los nodos de un gradbtienen el mismo gradé, el grafo
esregulary se denota comé-regular. Un grafdipartito es aquel en el cual los nodos
puedes separarse en dos conjuntos disjuiitgsl,, V, UV, = V, Vi NV, = () tales que

el conjunto de aristas sea

Vuwe E=(ueUANweW)V(ueWAweU), (2.3)

es decir, las aristas Unicamente unen nodos de un conjomtoozios de otro conjunto. En

la Figura 2.3 se muestran ejemplos de estos tres tipos desgraf

(a) Grafo completai(g. (b) Grafo 3-regular. (c) Grafo bipartito.

Figura 2.3: En la Figura 2.3(a) se muestra un grafo completo de seis nodos
quince aristas; en la Figura 2.3(b) se tiene un grafo 3-agdalque quiere decir
que cada nodo tiene grado tres. En la Figura 2.3(c), se peasegrafo bipartito:
los tres nodos de la parte superior forman un conjunto y legidda parte inferior
forman otro conjunto; como todos los nodos de un conjuntanestlacionados
con todos los nodos del otro conjunto, éste es un grafo titipaompleto y se
denota comdgs 5.

Si dos nodos y 5 no son adyacentes, pueden estar conectados por una sacuenci
dem aristas, las cuales forman unga entrei y j, siendom la longitud de esta ruta. A
la longitud minima posible de todas la rutas existenteeazitnodo: y el nodoj se le

conoce como lalistancia geodsica d, ;.

Un grafo esconexasi para cualquier par de nodag € G, existe al menos una ruta
entres y j. SiG es conexog, ; es positivo y finito, lo que implica que el niUmero de aristas

para ir dei a j es finito. Por otro lado, ¥ no es conexo, para por lo menos un psr
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J no existe una ruta entre ellos, por lo cual se marcadgye= oo; para estos grafos no
conexos medidas basadas en distancias no tienen sentaexsktir rutas entre todos los

nodos.

La excentricidadex(i) de un noda en un grafo conexg es la distancia geodésica
entrei y el nodo mas alejado deen G. El diametrodiam(G) de G es la mayor de las
excentricidades de entre todos los nodog/dmientras que eladio rad(G) es la menor

de ellas.

Unaruta simpleno visita el mismo nodo mas de una vez. tlolo es una ruta
simple que empieza y termina en el mismo nodo. Un grafo qu@ntene ciclos se dice
gue esadiclico; un grafo aciclico conexo es llamaédbol. Un sukarbol de un grafo es un
subconjunto de aristas conexas que no forman un ciclo; arlabque contiene todos los

nodos de un grafo se le llama arbol abarcantedel grafo.

{ !’4, |

Grafo conexo. Grafo no conexo.

Figura 2.4: Ejemplos de grafos conexo y no conexo.

Un grafoSY se le denominaubgrafodel grafoG siVse C Vg y Ese C Eg, donde
(i,j) € Ese = (i € Vso A j € Vso). El subgrafaSY de G se dice que emducidopor
Vse SiVse C Vg ynodosi y j eng son adyacentes & siy solo sii y j son adyacentes

eng.

Un subgrafo completo dé es llamadccliguede G. Un clique de orderk es unk-

clique El orden maximo de un clique @ees llamado ehimero cliquedeG y es denotado

porw(G).
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i#7 A

Grafog. Un subgrafo dej. Un subgrafo inducido d§.

Figura 2.5: Ejemplos de un graf@ y dos subgrafos dg.

Dos grafosj y H sonisomorfos es decir tienen la misma estructura, si existe una
funcion biyectivd ¢ : V(G) — V(H) tal que dos nodosy j son adyacentes ehsiy
solo si¢(i) y ¢(j) son adyacentes &f. La funciong es llamadasomorfismoSi parag
y H existe por lo menos ung se denota com@ = H. En la Figura 2.6 los grafagy ‘H

son isomorfos; un isomorfismwp: V(G) — V(H) esta definida por

(2.4)

GrafoH

Figura 2.6: Grafos isomorfos.

Una funcibnf: X — Y es biyectiva si cada uno de los elementos del conjihtiene una imagen
distinta en el conjuntd’y a cada elemento dé€ le corresponde un elemento del conjuiito
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2.2 SSTEMAS Y REDES COMPLEJAS

Un sistemaes un conjunto de componentes relacionados entre si gaea lan fin
comin. Los diferentes sistemas naturales o artificialeslgn ser simples, complicados
o complejos [Amaral y Ottino, 2004]. Lasistemas simplesenen un nimero pequefio
de componentes los cuales actuan de acuerdo a leyes bigmerahtas. Losistemas
complicadogienen un gran nimero de componentes los cuales tienentiele definidos
y estan gobernados por reglas bien comprendidassistamas complejasenen tipica-
mente un gran numero de componentes los cuales pueden @etaeuerdo a reglas que
pueden cambiar a través del tiempo y que pueden no ser mgorendidas, la conectivi-

dad de los componentes y sus roles varian.

La fisica estagbtica? trata con sistemas complejos, en donde predecir el comporta
miento exacto de los componentes individuales podriandetable, por tanto, se limita
a realizarpredicciones estddticasacerca del comportamiento colectivo de los compo-
nentes. En la Gltima década, se ha percibido que muchiesnsis formados por nUmero
muy grande de elementos pequeios obedecen leyes uregenrsdépendientemente de
los detalles microscopicos [Amarat al, 2001]. Diversos estudios utilizan grafos para
modelar estos sistemas complejos dando lugar@tkes complejafBollobas y Riordan,
2002]. Es en este punto donde la teoria de grafos y la fesitzaalistica se combinan para
proveer las bases necesarias que permitan el estudio dellescomplejas [da F. Costa
et al, 2007], enfocandose en tres puntos importantes [Kaufrgatweig, 2009; Novaes

De Santana, 2005]:

1. Analizar redes complejas: encontrando y destacando propiedadelstisas que
caractericen la estructura y el comportamiemte la red compleja, ofreciendo una

forma adecuada de medir esas propiedades.

2. Crearmodelosde redes que capturgmopiedades estructuralessenciales de las

redes del mundo real y que ayuden a entender el significadstake gropiedades.

2Para introducirse en esta area del conocimiento se renda libro de Huang [2001].
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3. Procesossobres redes complejas: analizando los resultados dedosgms o algo-

ritmos que se llevan acabo en ellas

Los métodos de adlisis de redepueden ser clasificados con respecto al nivel de

granularidad de los objetos analizados [Baual., 2009]:

1. Métodos anivel de elementasanalizan propiedadésdividualesde nodos y aristas

como lo es su importanciaaentralidad

2. Analisis anivel de grupo incluye métodos que implican el computo gripos

densamente conectadpe&l calculo deoles estructurales y posiciones

3. Analisis anivel de red se centra en analizar lasopiedades globalede la red, tal
como la densidad, la distribucion del grado, transitididareciprocidad, asi como

el desarrollanodelos de grafos aleatorios

2.2.1 FUNCIONES DE CARACTERIZACDN

Lasfunciones de caracterizamn son medidas que tienen como objetivo proveer en
terminos cuantitativos las propiedades estructuralda deafo. Al aplicar las funciones
de caracterizacion sobre un gr&@®e obtiene un vector de caracteristi¢agda F. Costa

et al,, 2007] que nos permiten caracterizar y analizar las redeplejas.

Las funciones de caracterizacion pueden clasificarse ®tijuts:

= Basadas emformacion globat requieren informacion de todo el grafiopara po-

der calcularlas.

= Basadas emformacion local[Dehmer, 2008]: requieren informacion de cierto no-
do del grafo. Para ello se definen subgrafos en los cualesoldssrpueden ser
aquellos que se encuentran a cierta distancia o el subgidiicidoS” por el nodo

i de interés y su vecinddd(i), Vgo = {i} UT(4).
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A continuacion se enuncian las funciones de caractetimadilizadas en el presente tra-

bajo.

DISTRIBUCION DEL GRADO

El gradok; de un noda es una medida basada en informacion local. Se dEfifie
como la fraccion de nodos en el grafo que tienen grgdticho de otro modoPr(k) es
la probabilidad de que un nodo seleccionado aleatoriantentg gradd:. Una grafica
dePr(k) para cualquier grafo dado puede formarse haciendo un hést@gde los grados
de los nodos. Este histograma representa la distribu@bgrddo de un grafo [Newman,
2003]. Con base en lo anterior, se defin&como el nimero de nodos éhcon grado

k. Asi, la probabilidad de que un nodo @rienga grada se expresa por:
e
Pr(k) = EX"“ (2.5)

en la Figura 2.7 se muestra como obtener la distribucionragogpara un grafo determi-
nado.

1 1112|3(4]5/6|7|8

ki|5|4(3|4[3[2|3]|4 LT
(a) Grados de los nodos. Pr(k)
0O 1 2 3 4 5 6 7
5| 1 |0.125 k
4 | 3 |0.375 (c) Distribucion del grado.
3] 3 |0.375
2| 1 |0.125

(b) Datos para calculaPr(k).

Figura 2.7: Distribucién del grado para el grafo de la Figura 2.2.
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COEFICIENTE DE AGRUPAMIENTO

El coeficiente de agrupamientoide la tendencia a formar grupos de nodos [Albert
y Barabasi, 2002; Newman, 2003] en el grafo. Para calautaldefine el coeficiente de
agrupamiento del nodiocomo la densidad del grafo induci por la vecindad(s):

C(i) = den(SY). (2.6)

El coeficiente de agrupamiento del gr&foG) es el promedio del coeficiente de agrupa-
miento de los nodos dg:

C(G) == 3" cl) 27)

ieVg

LONGITUD DE RUTA MAS CORTA

Una caracteristica de interés en el estudio de redes efass ldongitud de ruta
mas cortaque caracteriza al grafo que representa a determinada nepleja [Albert y
Barabasi, 2002; Latora y Marchiori, 2001], la cual se detinmo el promedio de las
distancias geodésicas:

1
LO) =D > diy. (2.8)

{1,3}CVg
i)

DIAMETRO

El diametrodel grafo D(G) se refiere a la longitud mas grande de las distancias
geodésicas:

{i,3}CVg
i#j
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EFICIENCIA

La eficiencia del grafdZ(G) es una medida de como la informaciorirgercambia-
daen todo el grafo [Latora y Marchiori, 2001]. La eficieneja de comunicacion entre
los nodos y j se define come, ; = 1/d; ; Vi, j € Vg. Cuando no existe una ruta entre
y j, d;; = oo, la eficiencia se define comg; = 0. La eficiencia globabel grafo£(G)
se calcula promediando la eficiencia de comunicacion eatta par de nodos €h

BO) = mmy 2 (2.10)

{i,j}CVg

i#]
Se puede caracterizar las propiedades localgsadaluando para cada subgrafo inducido
S? la eficiencia global. Se define édiciencia localcomo el promedio de la eficiencia de
los subgrafos locales:

E, = % > E(SY). (2.11)

1€eVg

La eficiencia local es similar al coeficiente de agrupamietgbido a que manifiesta
la tolerancia a fallas del sistema, mostrando que tan eficesnla comunicacion entre los
vecinos del noda cuando éste es removido. Por otro lado la eficiencia globalrna
medida similar a la longitud de ruta ya que muestra la efiderun la cual se comunican
entre si dos nodos cualesquiera del grafo. La ventaja litranstas dos medidas radica
en que el estudio de la eficiencia en el intercambio de infoi@nacuando se presentan
ataques o fallos se puede extender a grafos no conexos ydenaoios; esto es analizado
y discutido ampliamente por Latora y Marchiori [2001].

COEFICIENTE DE DISPERSDN DEL GRADO

El coeficiente de dispen del grado(ddc) [Ortega-lzaguirre, 2008; Santillast
al., 2010] se define como una funcion basada en informaciéa, lte cual tiene como
objetivo medir la dispersion entre el grado de un nogld'(¢). El coeficiente de dispersion
del grado para el nodorepresenta la variacion del grado entre el nogda suma de los
grados de su conjunto vecihg:), se define como:

ddc(i) = ——, (2.12)



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS 21

donde,

. p— 1 . .
HO) = TEroT0) jzer(i)[k”] e (214

dondey(z) es el grado promedio encontrado en el conjyrtaJ I'(); k; y k; representan
el grado dei y j respectivamente. Para calcular el coeficiente de dispeds| grado
global, es decir para toda el grafo, se utiliza la siguiente foemul

ddc(G) = % > dde(i), (2.15)

donden es el orden del grafo.

2.2.2 TiPOS DE REDES COMPLEJAS

Las redes complejas pueden representar diversos sistemategos ya sea biologi-

cos, tecnologicos y sociales; sin embargo compartenasigmopiedades ademas de su
gran tamafo. Estas propiedades son:

Tienden a ser esparcidasienen baja densidad, considerando el nUmero de nodos.
En grafos com nodos, el maximo numero aristasi€s — 1)/2 [Hayes, 2000]. En

las redes del mundo real el nUmero de aristas es generalméstcercanoaque
an(n—1)/2.

Tienden a ser agrupadadas aristas en la red no estan distribuidas uniformemente
sino tienden a formar grupos [Hayes, 2000]. Por ejemplo®reldes sociales si dos
personas estan relacionadas con un tercero, es muy pgsiblesas dos personas
se conozcan mutuamente.

Tienden a tener cametro pequio: un grafo conexo debe tener al menos- 1
aristas y el diametro mas largo posibleres 1. Por otra parte un grafo completo
conn(n — 1)/2 aristas tiene un diametro de Seria de esperarse que grafos con
un nimero de aristas cercano al minimo numero de aristisred tengan un gran
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diametro. Sin embargo en las redes complejas el diame#ie gstar alrededor de
log n, valor que es mucho mas pequefo guélbert et al., 2000]. Considerando

la definicion de diametro dada anteriormente, es clarcequestas redes la distan-
cias entre los nodos tienden a ser cortas; mientras la red erealgunos casos el
diametro disminuye [Leskovest al., 2005].

En resiimen, las redes complejas que representan sistehmasratio real presentan
un alto coeficiente de agrupamiento y una longitud carestiest pequefia [Watts y Stro-
gatz, 1998]. La presencia de estas dos propiedades en ks cemhplejas es conocida
como efecto dpequdéo mundo(en inglés:small world. La manifestacibn mas popular
de pequéo mundces el concepto de “seis grados de separacion” reportaddifgmam
[1967] quien realizd un experimento para examinar la labile ruta de conocidos entre
pares de personas en los Estados Unidos.

Independientemente de estas propiedades comunes, lasedplejas se pueden
diferenciar a través de la distribucion del grado, la qraborciona una idea acerca de
la conectividad mas no de como esta estructurada. Ladddaner redes de diferente
estructura con la misma distribucion del grado es anadizaat Alderson [2008] y se
ejemplifica en la Figura 2.8. Sin embargo aln con esta degaasvidente la clasificacion
de las redes complejas en la literatura existente [LOp&27]2 se realiza de acuerdo con
la distribucion del grado, clasificandolasredes aleatoriagredes de libre escalpredes
exponenciales

Rl

Figura 2.8: En estos tres grafos se puede observar que la distribueiGratio
es la misma; en los tres se tiene uno nodo con grado cuatnvp au@los con
grado dos y cuatro nodos con grado uno, pero la estructurstestees grafos es
diferente.
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REDES ALEATORIAS

Como se menciond al inicio de este capitulo, la teoriardfog se origind en el siglo
XVIII con los trabajos de Euler [1741] acerca de la soluai@hproblema de los puentes
de Konigsberg. En el siglo XX la teoria de grafos se volwi@is estadistica y algoritmica.
Una patrticular fuente de ideas es el estudigdos aleatorioen los cuales las aristas
se distribuyen aleatoriamente.

La teoria de grafos aleatorios comenz6 su desarrollo &efirge los 50’s y co-
mienzos de los 60’s. Gilbert [1959] introdujo swdelo de grafos aleatorids, , donde
{Xi; : 1 < i < j < n} esun arreglo de variables aleatorias de Bernoulli idargic
independientemente distribuidas cof®r = 1) = py Pr(X;; = 0) = 1 — p, por tanto
Gnp €s un grafo com nodos en el cual los nodag/ j son adyacentes, si;; = 1 [Bo-
llobas, 2001]. En otras palabras, se fija el nUmero de nedose afiaden aristas con una
probabilidadp independientemente una de otra. Los grafos generados woardeque
son llamadografos aleatorios uniformeya que la probabilidad de que dos nodgs;
estén conectados es uniforme.

0.06 .
0.05+
0.04 |
0.03 -
0.02 }
0.01}

O op ’ 1 1
70 80 90 100 110 120
k

(a) Estructura de una red (b) Grafica de la distribudn del grado.
aleatoria.

Pr(k)

Figura 2.9: En la Figura 2.9(a) se aprecia la estructura de una red akedtmde
se puede observar como cada nodo se relaciona aproximatgacoena misma
cantidad de nodos. En la Figura 2.9(b) se muestra la distébwel grado obte-
nida para una red aleatoria c8#f) nodos9,157 aristasy(G) = 83, A(G) = 131,
(k) = 104. Los circulos representan la distribucion del grado, ledinea conti-
nua representa la distribucion del grado calculada comlmé&ion 2.17.
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En estos grafos aleatorios, la probabilidadk) de que un nodo tenga graélsigue
unadistribucion binomialcon parametros — 1y p:
k k n—1—k n—1\ 4 n—1—k
Pr(k) = Cp_1p"(1 = p) = ( . )p (1-p) : (2.16)
Para valores grandes dg la distribucion del grado sigue aproximadamente una
distribucibn de Poissojde ahi que la probabilidad de que un nodo tenga gkask

k‘>k6_<k>

Pr(k) ~ < o (2.17)

Dado que una red aleatoria las aristas entre los nodos salnlezstias aleatoria-
mente, la mayoria de los nodos tiene aproximadamente elargsado, cercano al grado
promedio de la redk). En la Figura 2.9 se muestra un ejemplo de la estructura desdna
aleatoria y la distribucion del grado.

REDES DE LIBRE ESCALA

En la década de los 90’s diversos investigadores como ¥dteal. [2000] y Fa-
loutsoset al. [1999] descubrieron que la distribucion del grado en laksedel mundo
real como el World Wide Web, Internet, redes de proteinagtabolismo, las redes de
lenguajé y sociales, difieren a la distribucion de Poisson, exhitiwetma distribucion del
grado ddey de potenciagen ingléspower-law:

P(k) ~ k7. (2.18)

Las redes este tipo de distribucion son llamadaskde escala(en inglés:scale-
free), debido a que independientemente de la escala, es deaitdedro de nodos, la
distribucion del grado no cambia. La caracteristice¢iple estas redes es que un conjun-
to reducido de nodos que conforman la red tienen un gran rudeeenlaces (un grado
muy alto) y resto de los nodos tienen pocos enlaces (un gegieefo) [Barabasi, 2005;
Newman, 2003]. Esta caracteristica permite que la tobésiafallas aleatorias sea grande,
pero si los nodos con grado muy alto llamados nodos censaleatacados intencional-
mente esta red es muy vulnerable [Albetrral.,, 2000].

3Red formada por palabras conectadas por relacionestitagac
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(a) Estructura de unared (b) Grafica de la distribudn del grado.

de libre escala.

Figura 2.10: Enla Figura 2.10(a) se aprecia la estructura de una redréeeldoa-

la; en este tipo de red pocos nodos tienen un alto grado y lanmaaye los nodos
tiene grado pequefio. En la Figura 2.10(b) se muestra labdision del grado
obtenida para una red de libre escala 6ai4 nodos,12,572 aristasp(G) = 1,
A(G) = 1,458, (k) = 3.8. Los circulos representan la distribucion del grado, real
la linea continua representa la distribucion del grademitla mediante minimos
cuadrados para la Ecuacion 2.18 eos 2.09.

En esta distribucion el parametyalecrece desdso hasta cero, siendo un parame-
tro de control que describe que tan rapido decae la freceecaparicion del gradhb,
de manera que el grado promedio de la red se incrementa aarpeig se decrementa.
En este cas® (k) no tiene un pico definido, y para ukarande decae aproximadamente
como una serie de potencias, apareciendo como una lineaamecina grafica en escala
logaritmica en ambos ejes, con poco ruido al inicio y muchda al final. Esto se ejem-
plifica en la Figura 2.10(b) donde se hace un ajuste por meglimidimos cuadrados,
omitiendo ese ruido para obtener el valordsi el ruido no se omitiera al hacer el ajuste,
la linea mostraria una menor pendiente.

EXPONENCIALES

Aunque las redes de libre escala son comunes, tambiérerexiasos de redes que
exhiben una distribucion del grado exponencial como ladeednergia del sur de Califor-
nia [Amaralet al., 2000] y la red de vias de ferrocarril de la India [Sxral., 2003]; a
estas redes se les llama reégponenciales
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En estas redes la distribucion del grad@:) muestra un pico efk) y después cae
exponencialmente para valores grandes:de

P(k) ~ fe . (2.19)

T T %XEI .
0.15+ ek — 4
= 01} .
A
0.05 + .
O 1 1 1 0, om0 aag
O 5 10 15 20 25 30 35
k
(a) Estructura de una red (b) Gréfica de la distribudn del grado.

exponencial.

Figura 2.11:Enla Figura 2.11(a) se aprecia la estructura de una red erpizi.
En la Figura 2.11(b) se muestra la distribucion del gradermitia para una red
aleatoria conl00 nodos,1,982 aristas,)(G) = 5, A(G) = 31, (k) = 9.9. Los
circulos representan la distribuciéon del grado realined continua representa la
distribucion del grado obtenida realizando un ajuste d@mos cuadrados para
la Ecuacion 2.19 donde= 0.4y o = 0.18.

Este tipo de red no es muy tolerante a fallas aleatoriasjralrar cualquier no-
do el dafio es similar, debido a que cada nodo en la red seoreaaproximadamente
con la misma cantidad de nodos [Albettal., 2000]. En la Figura 2.11(b) se hace un
ajuste de minimos cuadrados para obtener la curva quealiestcomportamiento de la
distribucion exponencial, ignorando cualquier ruido gagueda tener.

2.2.3 MODELOS DE GENERACON DE REDES COMPLEJAS

En un principio los modelos de generacion de grafos aleatero tenian como
objetivo capturar propiedades de las redes del mundo resd; bien se enfocaban en
analizar la existencia de ciertas estructuras y compoetaimide los algoritmos aplicados
a la problemas de grafos. Sin embargo hoy en dia los modelggderacion son una
herramienta importante que buscan reproducir grafos goparen ciertas propiedades



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS 27

de las redes del mundo real para analizar y comprender p®ocee se llevan a cabo
en estas redes [Barabasi y Albert, 1999]. A continuaceédescriben cinco modelos de
generacion de grafos que buscan capturar ciertas casicts de las redes del mundo
real y que son de interés para el desarrollo del preseitajtra

MODELO DE ERDOS-RENYI (ER)

El modelo de Erdds y Renyi [1960] comienza fijando el niova nodos: y el
numero de aristasque tendra el grafo. Al principio se tienen lesiodos desconectados.
En el siguiente paso se seleccionan uniformente al aasistas de Iaség) posibles. El
modelo formal es conocido como el modélo.; en el presente trabajo se hace referencia
a los grafos generados con este modelo como grafos ER.

MODELO DE WATTS-STROGATZ (WS)

Watts y Strogatz [1998] reevaluaron el empleo de grafog@iea como modelos
de redes del mundo real, ya que hasta entonces se asumaaogueXion entre los nodos
eraregular o aleatoria. Sin embargo observaron que muetias biol6gicas, tecnologicas
y sociales se encontraban en algin lugar entre estos demes; véase Figura 2.12. Estas
redes tenian dos caracteristicas particularedtartoeficiente de agrupamienttmmo una
red regular, y unbongitud de ruta pequ®, como unared aleatoria. Para lograr reproducir
este tipo de redes, propusieron un modelo donde existe wegwale reconexion sobre
una red regular y nombraron a estas rgusguéio mundo

Regular Pequerio mundo Aleatorio

Incrementando la probabilidad de reconexion

Figura 2.12: El proceso de reconexién tiene como objetivo interpoldreenna
red regular y una red aleatoria, sin alterar el nimero desgaristas.

El modelo comienza fijando el nUmero de nodo®es cuales son colocados en un
circulo. Cada nodo es conectado con kogecinos cercanos a su izquierda y derecha
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formando un anillo; esto produce un alto coeficiente de agnignto. Para introducir una
longitud de ruta pequefia se selecciona una probabilideetdaexdn p, muy pequeia y
para cado nodo, con una probabilidag,, se reconecta uniformemente al azar una arista
dew con un nodo del conjuntb. En el presente trabajo a los grafos generados con este
modelo se denotan como grafos WS.

MODELO BARABASI-ALBERT (BA)

En 1999 un grupo de investigadores [Barabasi y Albert, 18BS8ervaron una carac-
teristica que no era reproducida por los grafos aleatarits grafos de pequefio mundo
esta caracteristica tiene que ver con la distribuciorgdedio. En los grafos aleatorios y
pequéo mundda distribucion del grado siguen una distribucion de Bais pero las re-
des del mundo real presentan una distribucion que se apacxialey de potenciasPara
reproducir grafos con esta caracteristica, Barabasbgi[1999] introducen un modelo
basado ewrrecimientoy enlace preferencial

El modelo supone la existencia de un grafo inicial egnnodos ye, aristas. A
cada paso se aflade un nuevo nodo que se conectara con nodos ya edsarel grafo:
cada nuevo nodo se conectara eoraristas al grafo donder < ny. La manera en que
se agregan las aristas es otorgando cierta preferencianmdios existentes en el grafo
dependiendo de sus grados. Se asume que la probatilidizdque un nuevo nodo sea
enlazado al nododepende del gradi, tal que:

ki

Dok

JeVg

T(k;) = (2.20)

Después deé lapsos de tiempo, el procedimiento resulta en una redicent + ng
nodosy core = m X t + e, aristas. En el presente trabajo a los grafos generados ton es
modelo se denotan como grafos BA.

MODELO DE KLEINBERG (KL)

El modelo propuesto por Kleinberg [2000] pretende captelraspecto algoritmico
de la investigacion de Milgram [1967]; sigue el paradigred/htts y Strogatz [1998] de
tener muchas conexiones locales y unas cuantas conexetagd alcance. A diferencia
del modelo de Watts y Strogatz, en lugar de usar un anillo @stractura basica, se tiene
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una rejilla de dos dimensiones. Se comienza com urodos colocados en una rejilla
de s x s puntos. Cada nodo se identifica por su posicion en la rejita (i, j),i,j €
{1,2,...,s}. Las conexiones localede un nodov se establecen con todos los nodos
ubicados en un radip > 1, usando lalistancia de Manhattan

dist(v, u) = dist((, 5), (k1)) = |k — i + |l — j]. (2.21)

Para la conexiones de largo alcance se fija un nimer® aristas que seran asignadas a
cada nodw € V; aleatoria e independientemente, cada arista se elige @prababili-
dad proporcional a digt, w)~", donder > 0; no se permiten aristas duplicadas. En este
trabajo a los grafos generado con este modelo se denotangrafe KL .

MODELO DE GRAFOS GEOMETRICOS ALEATORIOS(RGG)

Los grafosgeongtricos aleatorioso RGG por sus siglas (en inglésindom geo-
metric graph¥ — estudiados por Penrose [2003] — tienen sus origenessetrdba-
jos de Gilbert. Recientemente han sido de gran relevanceaarpadelar redes sensoras e
inalambricas [Avin, 2006].

El modelo para generar este tipo de grafos comienza fijandoreéro de nodos
y un radio de conexion < 1. A cada nodo se le asigna uniformemente al azar un punto
P de coordenadér, y) dentro de un cuadro unitario. Para establecer las conexantee
los nodos, se toman las coordenadas de los nodos para cédatistancia euclidiana:

dist( Py, Pb) = /(z0 — 21)2 + (2 — 11)2. (2.22)

Dos nodos se conectan si su distancia euclidiana es menoababradio de conexion
r. Por esta razon se dice que un grafo RGG es un grafo aleatoriana métrica [Avin,
2006].

2.3 COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL

La complejidad computacionas una rama de la teoria de la computacion que se
encarga de clasificar problemas computacionales de acaeddificultad. Para estudiar
la dificultad de los problemas es necesario tener claroeeptos como problema, instan-
cia y algoritmo. Unproblemaes un pregunta que requiere respuesta y posee uno 0 mas
parametros. Un problema esta definido por una descritefallada de sus parametros y
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un enunciado acerca de qué propiedades se deben satisfaderrespuesta que se dé.
Unainstanciadel problema se obtiene al especificar valores particuales parame-
tros del problema, de ahi que un problema tiene asociadonjorto de instancias que
posiblemente sea infinito. Ualgoritmoes un procedimiento formal para encontrar la res-
puesta correcta a la pregunta de un problema para ciersamaiatdel problema.

Por ejemplo el problema dsatisfactibilidad booleangSAT), donde dada una ex-
presion booleana, se desea saber si existe 0 no una aéigdacrerdad para las variables
gue haga la expresion verdadera. Una instancia de estieeprates una expresion boo-
leana especifica. Otro problema computacional interesastelcoloreo de grafosEl
objetivo de este problema es asignar distintos “coloresihggalmente representado por
nameros enteros) a los nodos de un grafo, de manera que dios maidos por una arista
tengan colores diferentes [Chartrand y Zhang, 2008]. Uigmasion de colores de este
tipo se denomina uooloreo legal

En la teoria de complejidad computacional [Papadimitrif204], los problemas
computacionales que se abordan son problemas llanpadbemas de decigh que re-
guieren como respuestsi” si existe solucion al problema“ao” si no existen solucio-
nes. También abordaoblemas de optimiza@nde los cuales se hablara en la Seccion 2.5.
Para definir términos relacionados con la teoria congadjicomputacional en esta sec-
cion se trabajara con problemas de decision; el probeATamencionado anteriormente
es un ejemplo de un problema de decision.

La dificultad de un problema esta asociada a la cantidadodes®@s computaciona-
les ya sea el tiempo de cobmputo o el espacio en memoria gesiteean algoritmo para
decidir el problema, es decir, que lo resuelva. Generakrsninide eliempo de 6mputo
o elespacio en memorien funcion del tamafo de la instancia.

Unaclase de complejidadsta conformada por un conjunto de problemas decision
gue comparten caracteristicas acerca de como son esugita clase de complejidad se
define de acuerdo a ciertos parametros, los cuales seattetallsubsecuentes secciones.
Estos son:

Un modelo de 6mputq tal como una maquina de Turing.

El modode llevar a cabo el computo: determinista o no determinista

El recursoque se desea acotar, ya sea tiempo 0 espacio.

Unafuncion cota que toma como parametro el tamafo de la instancia
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Por lo regular es de interés quddaa de crecimientde las funciones que definen la
cota en funcion del tamafio de la instanciagelinomial esto nos indica requerimientos
detiempo de omputo aceptable€n contrastetasas de crecimiento exponenctalusan
preocupacion y podriamos llegar a decir que el problematestable, es decino tener
una soluobn practicaincluso en instancias del peor caso de un tamafo pequenio.

Otra rama de la teoria de la computacion es la teort@delejidad parametrizada
[Flum y Grohe, 2006], en la cual se define una cota en funaébtednaio de la instancia
y un parametro del problema.

A continuacion se abordan ciertos temas fundamental@squemprender como se
realiza la clasificacion de problemas en clases de cordptéjcomoP o NP y ademas
comprender conceptos de la teoria de complejidad paraamir

2.3.1 ANALISIS DE ALGORITMOS

Cuando se tiene un problema es importante estimar la cdndieldiempo de pro-
cesamiento y espacio en memoria que un algoritmo necegitad resolverlo. Para ello
es necesario estimar teéricamente estos recursos,gaimgnte el tiempo de computo,
el cual esta asociado con el tiempo que lleva a un algorigalizar una operacion basica
[Baase y Gelder, 1999].

La eficiencia computacionale un algoritmo se mide como eimero de opera-
ciones lasicasque realiza en funcion del tamafio de la instanci&eneralmente para
analizar un algoritmo se aisla una operacion especifieasga fundamental para el pro-
blema que se estudia. Por ejemplo, para el problema de ongdenareglo, las operaciones
basicas son las comparaciones y asignaciones.

Ademas de las operaciones basicas que se tomen en cuezitagndfio de la ins-
tancia, se debe considerar la “naturaleza de la instarfR@”ejemplo un algoritmo para
ordenar nUmeros podria efectuar poco trabajo si esosmsestan parcialmente ordena-
dos en comparacion a que estan totalmente desordenaglssri@ epeor casoGeneral-
mente se estima los recursos a utilizar considerando el @dtamiento del algoritmo en
el peor casale una instancia.

Al asociar una unidad de tiempo a cada operacion basidgnsea el tiempo de
computoT’'(n) y es de interés particular calcular su “complejidad’sentido asirttico,
es decir, para un tamafio de instancia suficientementegranando: tiende a infinito.
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le+14
f(n)=n! =
le+12| fn) = &
fy=n" =
1e+10} fn) =r -
f(n) = r
1e+08 | f(n) = n logy(n)
f(n)=n =
1e+06 | f(n) = lng(n) -
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Figura 2.13: Crecimiento de funciones cominmente encontradas enaéisan”
de algoritmos.

Cuando se estudia el comportamiento asintético, se estagelocidad de creci-
mientode 7'(n) conforme el tamafo de la instancia aumenta asociarifiza funcio-
nesf(n) que caracterizan su comportamiento. La importancia deeseaste analisis en
sentido asintotico se ilustra en la Figura 2.13 en donde estran algunas funciones
cominmente encontradas en el analisis de algoritmosu&iembservar que para valores
pequeiios de el orden de crecimiento de las funciones no es apreciahié poal es im-
portante apreciar el orden de crecimiento para valoreseutiignente grandes de Para
hacer referenciar al comportamiento asintético de losrédlgos se definen las siguientes
notaciones:

Definicion 2.1 Seanf(n) y g(n) funciones d&N — R:
(@) f(n) € O(g(n)) side > 0,no > 0tal queVn > ng, [f(n)] < c- |g(n)]. Se tiene

entonces que(n) es una cotauperior.

(b) f(n) € Qg(n)) side > 0,ng > 0 tal queVn > ng, |f(n)] > c-|g(n)|. Se tiene
entonces que(n) es una cotanferior.

(€) f(n) € ©(g(n))side,d > 0,ny > 0talquevn > ng, c-|f(n)| < |gn)| < -|f(n)].
Se tiene entonces qyén) es una cotastrecha

La notacionO(f(n)) indica que el tiempo de computo de un algoritmo esta a lo
mas caracterizado pgi(n), siendo ésta la cota que nos interesa estudiar cuando lse hab
de complejidad computacional. Al seleccionar o disefigoraimos para solucionar un
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problema es importante considerar tasas de crecimientedgo de computo sean poli-
nomiales o de orden inferior en lugar de tasas de crecimexqtonenciales o factoriales,
sin embargo alin con tasas de crecimiento polinomial patarinias del problema muy
grandes el tiempo de procesamiento tiende a ser mayor. &opkyj en la Tabla 2.1 se
muestra para diferentes valoresrdel tiempo de ejecucion para un algoritmo que necesi-
ta f(n) operaciones basicas si cada operacion basica toma vosagundo de ejecucion;
es importante notar que para tamafos de entrada pequdafemm de ejecucion para
algoritmos con comportamientd(2") es de segundos pero conforme va creciendo el ta-
mafo de entrada los tiempos de ejecucion — en el peor deakis c— llevaria siglos
incluso mas tiempo que la edad calculada del universo,dbsgimarca en la tabla como
00, aunque no es en si infinito sino un valor extremadamentalgra

Tabla 2.1: Tiempo que se llevara un algoritmo con comportamiefito) para
entradas de tamaiiq si cada operacion basica toma un microsegundo de ejecu-

cion.
" 10 100 1,000 10,000
f(n) ’ ’

logn | 4x10%seg| 2x10%seg | 3x10%seg | 4 x 107% seg
n 1x10%seg| 1x107%*seg | 1x103seg | 1x 1072 seg

nlogn | 1x107°seg| 2x10"*seg | 3 x1073seg | 4 x 1072 seg
n? 1 x 1073 seg 1 seg 16.67 min 11.57 dias
2n 1 x 1073 seg| 4 x 10" siglos | 3 x 102® siglos “ 00"

Definir las operaciones basicas de un algoritmo es adeaushwlo se requiere ana-
lizar algoritmos especificos o0 comparar algoritmos. Ertait de complejidad compu-
tacional las operaciones basicas son definidas por un motkgiematico; uno de estos
modelos es la maquina de Turing.

2.3.2 MAQUINAS DE TURING

La maquina de Turinges un modelo formal simple pero suficiente para estudiar
muchos aspectos de la computacion como su eficiencia y ez dapexpresar cualquier
algoritmo. La maquina de Turing usa una sola estructuratiesgduna cadena de simbolos
en una cinta en la cual un cursor realiza operaciones comaresimbolo de la cadena,
desplazarse sobre la cinta y escribir un nuevo simbolo padiion actual, las operacio-
nes a realizar se basan en un conjunto de “reglas”.
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Formalmente una maquina de Turing se define como una fupta(Q, X, 9, qo)
donde:

@: un conjunto finito deestados

Y2: un conjunto finito desimbolosque siempre contiene el simbololgianco’ L’y
el simbolo decomienzdr>’; a este conjunto también se le conoce caaifabeto

d: es unduncion de transicddnque maped) x ¥ — (QU{h, “si”, “n0” }) x o x {«+
(izquierdg, — (derech@ —(no moverseg}.

- €s elestado inicialg, € Q.

s

Se asume que el estatlesestado de par¢en ingléshalt), “si” es elestado de aceptain

y “no” el estado de rechazden pocas palabrases una regla que especifica para cada
combinacion de un estado actuale () y un simbolo actuab € ¥ una transicion a
un estad@, un simbolop con el cual se sobreescribey el cursor se mueve hacia una
direccion o se queda en la posicion actual; esté(ess) — (p, p, D), dondeD = {«+

,—, —} son las direcciones a las cuales se puede mover el cursoeglesl simbolos.
La maquina siempre realiza una transicion hasta que aazdalgin estado de pafb,

“si”, “no” }; si es asi se dice que la maquih&ha parado.

Denotamos la cadena de entrada para la maquina de Turirguceny*. El simbo-
lo % es la cerradura de Kleend; es el conjunto formado por todas las cadenas posibles
gue pueden formarse con los simbolosfincluida la cadena de longitud cero, es decir,
la cadena vacia. Dadg si M llega al estado “si”, se escribd (z) = “si” y se dice que
M aceptala entradac. Si se llega al estado “no;d (x) = “no”, se dice queV/ rechazda
entradar. Sih se ha alcanzado la salida es la caden&/dal tiempo del paro y se denota
comoy, M(x) = y. Si M nunca llega a un estado de paro con la caderse escribe

M(z) ="

Como ejemplo considérese una maquihalonde:

Q = {S7Q7QO7q1}7
X = {0,1,u,>},
{ ! (2.23)
Qo = S,
x = 010,

y ¢ esta definida en la Figura 2.14 donde también se muestoariputacion de la cadena
x. Esta maquina/ simplemente inserta un espacio en blanco entre el simieoioicio
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y la cadena de entrada Cada combinacion de estado, posicion del cursor y dimmbo
en la cinta de la maquina de Turing se le conoce coordiguracon. Formalmente una
configuracion deV/ es una tripletdq, w,v), dondeq € @ es un estado w,v € ¥*, w

es la cadena del lado izquierdo del cursar gs la cadena del lado derecho del cursor
incluyendo la posicion donde se encuentra el cursor. Guaad/a de una configuracion
a otra se dice que se ha dadopasq en este ejemplo, de la configuracion inicial a la
final se dieronl5 pasos. Las maquinas de Turing son ideales para resolvér tjms

geEQR ocEX 0(q,0)

s 0 (s,0,—) 0. s, 010

s 1 (s,1,—) 1. s, 010

s L (q,, <) 2. s, 010

s > (s,>>,—) 3. s, 010

q 0 (qo, U, —) 4. s, 010U
q 1 (q1,U,—) 5 ¢, 010U
q L (q,1,—) 6. qo, >01ULU
q > (h,>,—) 7. s, ©>01L0
Qo 0 (s,0,4) 8. ¢ ©>01U0
qo 1 (s,0,) 9. ¢, >OULO
qo U (s,0,4) 10. s, ©>0U10
q0 > (h,>,—) 11. ¢, >0U10
Q1 0 (s,1,4) 12. ¢qo, >UUIL0
q1 1 (s,1,4) 13. s, >L010
Q1 L (s,1,) 14. ¢, >U010
q > (h,>,—) 15. h, ©>LI010

Figura 2.14: En la parte izquierda tenemos la defincibn de una maquiiaiieg
y a la derecha su computacién el simbo!é ihdica la posicion del cursor en la
cadena que se esta procesando.

de problemas especializados sobre cadenas, como acepgteidw lénguajesDe hecho,
los problemas de decision pueden describirse como leegsambre alfabetos finitos. A
continuacion se listan unas definiciones de utilidad.

Seal C (X \ {U})* unlenguaje es decir, un conjunto de cadenas de simbolos. Sea
M una maquina de Turing tal que para cada cadera (> \ {U})*. Decimos queV/
decideL siy solo siz € L, entoncesV/ (x) = “si”; si z ¢ L entoncesV/(x) = “no”. Si
M decideL entonced. es unlenguaje recursivo

Una magquina Turin@ceptaun lenguajel. si para toda sucesion € (X \ {U})
aplica que sic € L, M (xz) =“si”, perosiz ¢ L, M(xz) =" . Los lenguajes aceptados
por alguna maquina Turing seecursivamente numerables
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Lasfunciones computable®n el objeto basico de estudio de la teoria de la compu-
tabilidad y consisten en las funciones que pueden ser edaslpor una maquina de
Turing. Suponga qu¢ : (X \ {U})* — ¥* y seaM una maquina de Turing con alfabeto
¥, se dice quel/ computaa f siVe € (X \ {U})*, M(x) = f(x). Sital M existe,f es
llamadafuncion recursiva

Para definir formalmente el tiempo y el espacio requeridouparmaquina de Tu-
ring para hacer computaciones, se debe introducir unagera@ion de esta. La maquina
de Turing conmiltiples cadena® mas bien maquina de Turing céncadenas, donde
k > 1. La maquina se define como anteriormente se hizo, la fardgiransicion decide
el siguiente estado igual que antes, solo que ahora dedideada cadena el simbolo a
escribir y la direccion del cursor viendo el estado y silolaatual de cada cadena.

El resultado de la computacion de una maquina de Turingaelenas con entrada
x es como en la descrita anteriormente=£ 1) con la sola diferencia que la salida se
lee de la Ultima cadena cuando la maquina se detiene. fayaoacion y el nUmero de
pasos se define analogamente a como se definid anterien$mpara una maquina con
k cadenas se llega de una configuracion inicial a una conigurale paro ert pasos,
entonces el tiempo requerido plafrsobre la entradaest. Es decir, el tiempo requerido es
simplemente el nUmero de pasos para para¥/ Si) =*“ 7" entonces el tiempo requerido
por M sobrer es infinito.

Seaf : N - Nyn = |z| la longitud de la caden&. Se dice que la maquina
M opera en tiempd (n) para cualquier entradg el tiempo requerido pak/ sobrex es
O(f(n)). Supongamos que un lengudjeC (X \ {U}) es decidido por una maquina de
Turing con mdltiples cadenas en tiemp@:). Se dice qud. € TIME(f(n)). Esto es
TIME(f(n)) un conjunto de lenguajes que pueden ser decididos por medeiTuring
con multiples cadenas que operan en un tiempo acotadg(por TIME(f(n)) es una
clase de complejidade tiempo, pero también se tienen clases de complejidasideie.

Cuando la maquina de Turing para, el cursor se detiene &a giesicion de la
Gltima cinta; denotemos como la parte izquierda de la cadena tomando en cuenta el
simbolo sobre el cual esta el cursomya parte de la cadena a la derecha del cursor
incluyendo la posicion donde se encuentra el cursor. Earlespacio requeridgor
M es),_, |wu;|. Supongase ahora qfie N — N. Entonces decimos que una maquina
de Turing M opera en un espacio acotado prn). Seal un lenguaje, decimos que
L estan en la clase de complejidad de esp8&ACE(f(n)) si existe una maquina de
Turing que decidd y opere en un espacio acotado gon).
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Una maquinano deterministaes una tuplav = (Q, £, A, ¢) donde@, >y ¢, se
definen de igual manera que lo hicimos anteriormente. En w@gpuima no determinista
no tiene una sola accion siguiente definida, sino una optgtacciones: un&lacion

AC(QxY)x[(QU{h"si”,*n0"}) x £ x DI. (2.24)

Esto es para cada combinacion de estado simbolo hay uaa agniones posibles a rea-
lizar. Una entrada eaceptadasi hay mas de una secuencia de opciones no determinadas
gue resulten en “si”. Otras opciones podrian resultaeehazo, una computacion acep-
table es suficiente. La cadenareshazadasi y solo si no hay secuencias de opciones que
conduzcan a aceptar la cadena.

Se dice que una maquiné decide un lenguajé en tiempoO(f(n)), si N decide
Ly hay k cantidad de pasos de una configuracion inicial a una coafigur de paro;
entonces < f(|z|). Esto es, se requiere qi& ademas de aceptafano tenga rutas de
computacion mas grandes gfig:). El conjunto de lenguajes decididos por una maquina
de Turing no determinista en tiemgd( f(n)) es la clase de complejid@TIME(f(n)).

2.3.3 Q.ASES DE COMPLEJIDAD

Con las definiciones anteriores, podemos definirclases de complejidaddada
una funcionf(n), se consideran las siguientes clases:

= ClaseTIME (f(n)) es el conjunto de lenguajéstales que unanaquina de Turing
deterministadecide en tiemp®(f(n)).

= ClaseNTIME (f(n)) es el conjunto de lenguajégales que unanaquina de Turing
no deterministalecide en tiemp®(f(n)).

= ClaseSPACE(f(n)) es el conjunto de lenguajéstales que unanaquina de Turing
deterministadecide usando un espad¥ f(n)).

= ClaseNSPACE(f(n)) es el conjunto de lenguajéstales que unanaquina de Tu-
ring no deterministalecide usando un espadt f(n)).

Ahora bien en base a la familia de funciones parametrizadiaarpenterds > 0
gue acotan el recurso, en este caso el tiempo, se defineguésdes clases:



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS 38

ClaseP es el conjunto de lenguajéstales que una maquina de Turing determinista
decide en tiempo polinomial:

P=JTIME (n"). (2.25)

k>0

ClaseNP es el conjunto de lenguajéstales que una maquina de Turing no deter-
minista decide en tiempo polinomial:

NP = | J NTIME (n*). (2.26)

k>0

ClaseEXP es el conjunto de lenguajéstales que una maquina de Turing determi-
nista decide en tiempBIME (2™").

ClaseNEXP es el conjunto de lenguajdstales que una maquina de Turing no
determinista decide en tiemp&TIME (2"").

A continuacion se definen las clases en base a la familiand&fines parametrizadas

por un enterd > 0 sobre el espacio:

ClasePSPACE es el conjunto de lenguajds tales que una maquina de Turing
determinista decide usando un espacio polinomial:

PSPACE = |_J SPACE(n"). (2.27)

k>0

ClaseNPSPACEes el conjunto de lenguajéstales que una maquina de Turing no
determinista decide usando un espacio polinomial:

NPSPACE= |_J NSPACE(n"). (2.28)

k>0

Clasel es el conjunto de lenguajéstales que una maquina de Turing determinista
decide en tiempo polinomi&8PACE(log n).

ClaseNL es el conjunto de lenguajdstales que una maquina de Turing no deter-
minista decide en tiempo polinomibiSPACE(log n).
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Hay una serie de inclusiones entre las distintas clasesmplepdad:

SPACE(f(n)) € NSPACE(f(n)) (2.29)

TIME (f(n)) € NTIME (f(n)). (2.30)

Se han dedicado muchos esfuerzos a estudiar las relacioinedas diferentes clases de
complejidad y todavia quedan problemas abiertos cofe YP o P £ NP? [Fortnow,
2009]. Se tiene claro que C NP, pero no se ha conseguido alin demostrar gae &P

o queP =# NP. Para demostrar la primerB,= NP, seria necesario demostrar que todo
problema enNP puede resolverse con una maquina de Turing deterministepo
polinomial. Para demostrar la segun&a# NP, habria que encontrar un probleiN&
gue no esté e, es decir, un problema para el que exista una maquina dagroo
determinista de complejidad en tiempo polinomial para & gqunca pueda encontrarse
una determinista de la misma complejidad.

Se ha demostrado qiRSPACE= NPSPACE, un resultado que suguiere fuertemen-
te que el no determinismo es menos poderoso con respeciuaai@gue con respecto al
tiempo [Papadimitriou, 1994]. Con esta informacion sedemehacer las siguientes inclu-
siones:

L € P C NP C PSPACE= NPSPACE (2.31)

2.3.4 REDUCCIONES

Las clases de complejidad contienen un conjunto infinite@dguajes. Por ejemplo
la claseNP contiene problemas como TSP, SAT, CLIQUE, entre otros. Mogdos pro-
blemas en la misma clase son igualmente dificiles. Paaaleser un orden de problemas
de acuerdo a su dificultad, se proponen las reducciones.dlepna A es por lo menos
tan dificil como otro problem# si existe unaeduccbn del problemas al problemaA.

Es asi que el problemA& se reduce al problemd si existe unaransformacon
eficienteR tal que, por cada entradade B, produce una entradequivalentey de A,
es deciry = R(x); esto se ilustra en la Figura 2.15. El térmiequivalentequiere decir
que la respuesta B(z) considerada como entrada pdas una respuesta correctg a
considerada como entrada pada En otras palabras, para resolNgmor la entradar
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A

0

uSI

z Algoritmo y = R(z) Algoritmo

.
>

de reduccionk para resolverd

Y

no

Algoritmo para resolveBB

Figura 2.15: Diagrama de una reduccion de un probldfia un problemaA.

solo hay que construiR(z) y resolverA. Si contamos entonces con un algoritmo para el
problemaA y un algoritmo para construi(z) la combinacion de ambos da un algoritmo
para resolveB.

Aqui es importante que la transformaciBrseafacil de realizar, es decir, las reduc-
ciones también se clasifican segun los recursos que seR@eejemplo las reducciones
de Cook permite qu&(x) sean computadas por ungquina de Turingentiempo poli-
nomial y enespacio logaitmico. Poniéndolo en términos de lenguajes, se tiene:

Un lenguajeL esreduciblea un lenguajel’, denotado pot. < L', siy solo si
existe una funciorik de cadenas a cadenas que esta computada por una maquiga Tur
determinista en espac®@(logn) tal quevz,x € L siy solo siR(z) € L'. La funcionR
se llama unaeduccbnde L a L'

2.3.5 OOMPLETEZ

La transitividadde la reduccion polinomial nos dice que es una relaciorydesa-
lencia, y la relacior< impone un orden parcial en las clases de equivalencia déepnab
resultantes, es decir, nos ordena los problemas segun sejoiad. De hecho, la clase
P forma la “menor” clase de equivalencia con este orden dargmor tanto, puede verse
como la clase que contiene los problemas de decision cawipanalmente “mas faciles”.

SeaC una clase de complejidad, y séaun lenguaje que perteneceCa Diremos
que L esC-completosi todo lenguajd.’ € C se puede reducir &, L' < L. Un lenguaje
esC-durosi se puede reducir cada lenguajec C a L, pero no se sabe si es valido que
L € C. Si el lenguaje que corresponde a un problema es compldtmaas, el problema
computacional es completo.
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El primer problema de decision que se demostrd ser compleia claseNP fue
el problema SAT [Cook, 1971]. Esta clase de problemiBscompletosson de interés
practico; un listado clasico de algunos problemas detgstees realizado por Garey y
Johnson [1979].

2.4 COMPLEJIDAD PARAMETRIZADA

La teoria de complejidad parametrizad&lum y Grohe, 2006] es una rama de la
teoria de complejidad computacional la cual se enfocaasifidar problemas de acuer-
do a su dificultad con respecto a ciertos parametros de tddgmas, de manera que la
complejidad de un problema es medida en funcion de un prarademas del tamafio de
la instancia del problema. La idea central de esta teori@ mscion de la tratabilidad de
parametro fijo, la cual relaja la nocion de tratabilidadientpo de computo polinomial —
admitiendo algoritmos para los cuales el tiempo de comesitexponencial en términos
del tamafio de la instancia pero en términos de algumpetra del problema se tienen
tiempos de computo polinomiales. Es importante decir gteeteoria trata con problemas
parametrizados en donde se debe indicar para qué pacaéesgiecifico del problema se
analizara la complejidad.

Definicion 2.2 SeaX> un alfabeto finito.

(1) Unaparametrizacbn de >* es un mapea : ¥* — N que es computable en tiempo
polinomial.

(2) Unproblema parametrizades un pan@, ) que consiste en un conjunfpC ¥*y

una parametrizad@n x de>*.

Es importante recordar que la motivacion para la noci@nadabilidad de parametro
fijo ftp (en inglésfixed-parameter tractabilifyes que para ciertos valores de un parametro
del problema, el problema es tratable en términos de tipathputo.

Definicion 2.3 SeaX un alfabeto finito y : ¥* — N una parametriza@n:

(1) Un algoritmo.A con una entrad& es unalgoritmo-ftpcon respecto & si existe una
funcibn computablg : N — Ny un polinomig tal que para cada: € ¥*, el tiempo
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de dmputo de un algoritmg! sobre la entrada: sea a lo nas
f(s(2)) - p(lz]). (2.32)

(2) Un problema parametrizad@), ) es tratable de paametro fijo si existe un algoritmo-
ftp con respecto a que decide).

FTP denota a la clase de todos los problemas que son tratablesategdro fijo, de
manera que sp € PTIME entonces(@), x) € FTP para cada parametrizacién

Si bien la clasd-TP puede ser vista como la clase analog@dmn la teoria de la
complejidad parametrizada, la clase parametrizada ga@bP es la clasgara-NP en
donde se reemplaza el termino “algoritmo” de la definidedTP por el de “algoritmo
no determinista”.

Definicion 2.4 Un problema parametrizadd@), ) est en paraNP, si existe una funon
computablef : N — N, un polinomigp y un algoritmo no determinista que dadce >*,
decide siz € Q enalonas f(x(x)) - p(|x|) tiempo de dmputo.

Un ejemplo de problema parametrizado es el problgi8AT donde el parametno
es el nUmero de variables en cada clausula de la expres@aana. Se sabe que cuando
p > 3 el problema es intratable, pero para 2 el problema se vuelve tratable. Para mas
ejemplos de parametrizaciones de problemas y adentraesgeetdpico se recomienda el
libro de Flum y Grohe [2006].

2.5 PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Como se menciono en la Seccion 2.3, ademas de los prabldedecision, la com-
plejidad computacional también trata qumoblemas de optimizan; mientras que en los
primeros la respuesta es siemfis&’ o “no” , en los segundos se requiere ademas en-
contrar la mejor de todas las soluciones posibles de ac@eunda criterio de evaluacion
llamadofuncion objetivo

Un ejemplo de este tipo de problema es ehtédeima satisfactibilidadMAX-SAT)
en el cual el problema es determinar el maximo nimero desalas en una formula
booleana que pueden ser satisfechas por una asignaci@rdielvEn los problemas de
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optimizacion, la instancia esta compuesta por un coajdetvariables de decision, un
conjunto de restricciones sobre los valores de las vagatdedecision y una funcion
objetivo que de acuerdo a un criterio asigna un valor reatla oestancia. Si las variables
de decision son discretas el problema se dice que eptitaizacbn combinatoria

Definicion 2.5 Un problema de optimizagh P = (S, f) se define por:

1. un conjunto de variable¥ = x4, ..., z,,
2. el dominio de las variableb,, ..., D,,
3. un conjunto de restricciones sobre las variables,

4. un funcon objetivo a ser minimizadadondef : D; x --- x D,, — R.

El conjunto de todas las posibles asignaciones factibles es
S= {s = {(z1,v1),..., (s, vn)} | v; € D;, s satisface todas las restriccior}es

el cual es conocido comespacio de soluciones

Cuando las variables de decision cumplen con todas lagcoeshes se dice que es
unaconfiguracon factible En este tipo de problemas el objetivo es identificar cuahde |
configuraciones factibles tiene el mejor valor de la funcdbjetivo. Si el problema de
optimizacion es denaximizaaddn, el mejor valor es el mayor de los valores asociados a
las configuraciones factibles que se obtienen, si emidanizacon el mejor valor es el
menor de los valores. Una configuracion factible que cpoeda con el mejor valor es
llamadasolucbn dptima s de la instancia. Se utiliza el téermino dgtimizacon global
para referirse al proceso de encontrar una solucidel conjuntasS.

Definicion 2.6 Una solucdn s € S es unoptimo globalde P si y solo sif(s) >
f(5) Vs eS.

Se puede transformar cualquier problema de optimizagiameproblema de deci-
sion incluyendo una cota para el valor objetivo como datoiaial y preguntar si existe
una solucion que su valor objetivo que no exceda la cotaidafiil punto importante a

4Maximizar una funciénf es equivalente a minimizar f; tomando esto en cuenta, se trabajara con
problemas de minimizacion sin perder generalidad en ehtem
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resaltar es que si se encuentra una solucion 6ptimarféote, el problema de decision
no puede ser mas dificil que el correspondiente problegnaptimizacion, es decir, si se
puede encontrar una respuesta al problema de optimizaoitiempo polinomial, tam-
bién se puede resolver el problema de decision en tiemipwopaal. De esta manera, Si
se demuestra que un problema de decisiONRREompletose puede decir que el corres-
pondiente problema de optimizacionB-duro, es decir, por lo menos tan dificil como
el problema de decision.

2.6 METAHEURISTICOS

Debido a la importancia practica de los problemas de opéioidn, muchos algo-
ritmos han sido desarrollados para resolver estos proBldaséos algoritmos pueden di-
vidirse enexactos aproximadosLos algoritmos exactos garantizan encontrar para cada
tamafno de instancia de un problema de optimizacion ungigol 6ptima en un tiem-
po acotado. Sin embargo para problemddurosno se conoce un algoritmo exacto
en tiempo polinomial que lo resuelva, en el peor de los casossitaria un tiempo de
computo exponencial; por lo general es necesario enurtogtas las posibles soluciones
asociadas al problema. Esto resulta impractico por ehjoadpue requiere, por lo cual en
muchas ocasiones es preferible usar algoritmos aproxisnatldonde se sacrifica la ga-
rantia de encontrar una solucion 6ptima por obtener nuigynas soluciones en un tiempo
de cobmputo aceptable [Blum y Roli, 2003].

Dentro de los algoritmos aproximados encontramos algostde busqueda cono-
cidos comoheuiisticoslos cuales son un conjunto de reglas que permiten encoiatrar s
luciones de buena calidad. Basicamente dentro de lositahgar heuristicos se pueden
tener algoritmogonstructivos algoritmos deblsqueda locab combinaciones de am-
bos. Los algoritmos constructivos generan solucionediaido componentes hasta que
la solucion esta completa. Los algoritmos de blsqueda lempiezan de una solucion
inicial e iterativamente tratan de reemplazar la solu@o6tual por una solucion mejor,
en un vecindario definido apartir de la solucion actual.d¥ba razon al espacio de solu-
ciones también se le conoce coespacio de bsquedaTipicamente se combinan estas
dos estrategias en un proceso iterativo donde en cad&iépese construye una solucion
inicial y después empieza fase de mejora a través de wsrpbda local hasta llegar a una
solucion mejor que las demas o llegar a la solucion égfBlum y Roli, 2003].
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Definicion 2.7 Un vecindarioV (s) des es una funédn N : S — 2° que asigna a cada
s € § un conjunto de vecina/(s) C S °.

Definicion 2.8 Una solucbn s € S es undptimo localde P siy solo sid e > 0 tal que
Vs e S, f(s) > f(s), con|s — 5| <e.

Una desventaja de los problemas de optimizacion es queasudh ellos tienen
mltiples 6ptimos locales. Por ello han emergidetahedisticasque combinan varios
métodos heuristicos con el objetivo de explorar el espdei busqueda efectiva y efi-
cientemente para no quedar atrapado en 6ptimos locales endles se pueden emplear
técnicas de intensificacion y diversificacion. El témmdiversificacon se refiere a la ex-
ploracion del espacio de bUsqueda para identificar regigmometedoras y el término
intensificacbn se refiere a la explotacion de la experiencia acumuladantiueh proceso
de blsqueda. Una descripcion amplia de diversos meftiakieas es realizada por Blum
y Roli [2003]. A continuacion se describiran brevemeriggiaos:

GRASP El procedimiento de busqueda voraz adaptativo aleattwigen inglésGreedy
Randomized Adaptive Search Proceduirgroducido por Feo y Resende [1995], es
un algoritmo en donde cada paso consiste primeramente dasaa@sconstruccdn
para obtener una buena solucion inicial y finalmente uredemejoraa través de
una blsqueda local. Resende y Veiga [2003] hicieron undiamgmpilacion de
trabajos relacionados con este procedimiento.

En la fase constructiva se considera que una solucé&snun subconjunto de ele-
mentos y se va construyendo afiadiendo paso a paso un neamangd. El elemento
es elegido de una lista restringida de candidatos comppesta mejores elemen-
tos. Para seleccionar los mejores los elementos se rangueaués de una funcion
voraz que se basa en el beneficio que aporta el elemento aitadspparcial ac-
tual. La segunda fase — como se mencion anteriormente -sisteren tomar la
solucion construida como solucion inicial de un algodtde busqueda local, por lo
cual el algoritmo GRASP no usa datos histéricos del prodedalisqueda.

Recocido simulado Los origenes de este algoritmo (en ingmulated-annealingestan
en la mecanica estadistica, con el algoritmo de Metreblal. [1953]. Fue pro-
puesto por Kirkpatriclet al.[1983] e independientemente [fberny [1985]. Laidea
fundamental de recocido simulado es que permite moverseieda probabilidad

SEl conjunto2® es el conjunto de todos los posibles subconjuntaS.de
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a soluciones peores que la solucion actual, con el objeivescapar de optimos
locales. El algoritmo comienza generando una soluciériahe inicializando un
parametro llamadtemperatural’. En cada iteracion una soluciéhe N (s) es ge-
nerada y aceptada como nueva solucion actual en depeadtnfis), f(s')y T.
La solucions’ remplaza & si f(s') < f(s) — para problemas de minimizacion —,
enelcasg(s’) > f(s) el reemplazo se realiza en funcionfg f(s') — f(s). Esta
probabilidad se calcula con thstribucion de Boltzmannxp(—(f(s') — f(s))/T).

El parametro de la temperatura se va decrementando d@lgreceso de busque-
da, por lo cual al inicio la probabilidad de aceptar soluempeores a la soluciéon
actual es alta 'y va decreciendo hasta que se converge a uitratgiverativo simple
de mejora.

BlUsqueda tahl Este procedimiento (en ingl&sibu searchpropuesto por Glover [1989]
aplica una mejor busqueda local y utiliza una memoria eoquldzo para escapar
de los 6ptimos locales y evitar ciclos. La memoria es imgletada como unks-
ta tabl que mantiene un seguimiento de las soluciones visitadé&ntemente y
prohibe movimientos en la bsqueda que lleven a los el@seld la lista tabl. De
esta manera el vecindario de la solucion actual se restergpluciones que no per-
tenecen a la lista tab, de manera que en cada iteracidigedaemejor solucion
del vecindario como solucion actual. Esta solucion salafa la lista tabt al mismo
tiempo que se elimina una de las soluciones en la lista tabU.

La bUsqueda tabl es considerada como una técnica dedaesdinamica en el ve-
cindario. La longitud de esta lista tabl es conocida ctenencia takiy controla la
memoria del proceso de busqueda. Con tenencias peqaefiasjueda se concen-
tra en areas pequefias del espacio de bUsqueda; por Erantténencias grandes
forza al proceso de busqueda a explorar regiones masagdraltenencia tabl pue-
de variar durante el proceso de blusqueda lo que da lugar eonedimiento mas
robusto. Por ende se propone guardar informacion acercéedas propiedades
de las soluciones, que nos permitan determinar si una éolwtimple con cier-
tascondiciones tab; estas condiciones permite generar el conjunto de solesion
permitidas. Esto puede ser mas eficiente pero tener condgitabl significa asig-
nar probablemente un estado tabl a mas de una soluci@eWtar este problema
se define urcriterio de aspiracbn el cual permite incluir soluciones aunque sea
prohibida por lagondiciones tab.

El uso de memoria a largo plazo afade a este procedimieatooadimensiones:
recencia, frecuencia, calidad e influencia.rhamoria sada en recencieegistra
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en cual de las iteraciones mas recientes se encontro lesésola memoria lasa-

da en frecuenciaegistra cuantas veces se ha visitado cada solucion, layjda

a diversificar la busqueda. laalidad se refiere a la acumulacion y extraccion de
informacion de la historia de busqueda para identificanlks soluciones. Por (lti-
mo lainfluenciatiene que ver en como la informacion guardada ha impacadd
proceso de blusqueda.

Computacion evolutiva El termino computacion evolutiva refiere a los algoritrimspi-
rados en la capacidad natural que tienen los seres vivogyaleionar y adaptarse
a su ambiente. En cada iteracion el algoritmo trabaja caronjunto de soluciones
llamadapoblacbn sobre la cual se aplicasperadoresa cada solucion o individuo,
para generar individuos de la siguiente iteracion llangdeeracbn. Generalmente
se utilizan dos operadores:@lizamientgara combinar dos o mas individuos para
producir nuevos y lanutacbn que causa una autoadaptacion del individuo. Los in-
dividuos producidos en una generaciobn pasan por un prateseleccion en base
a suaptitud, por ejemplo el valor de la funcién objetivo, en el cual induos con
mayor aptitud tienen mayor probabilidad de ser elegidosocpante de la siguiente
generacion. Hay una gran variedad de algoritmos propsiestno la programacion
evolutiva [Fogel y Fogel, 1995], estrategias evolutiBeyer y Schwefel, 2002] y
los algoritmos géneticos [Goldberg, 1989; Holland, 1992]

2.6.1 DESEMPENO DE METAHEURISTICOS

Como se menciono en la seccibn anterior, los algoritmos@pados — heuristicos
y metaheuriticos — sacrifican la calidad de la solucioreoiota debido a que en muchas
ocasiones resulta impractico buscar la mejor de las smiasiposibles. Sin embargo se
puede hablar de un algoritnsuperiorque obtenga soluciones de muy alta calidad, que
obtenga soluciones rapidamente y que sea robusto, es gieeitenga buen desempefio
en un amplio rango de problemas y valores de parametrosogrdgl algoritmo. Para
determinar cual algoritmo es superior a otro, se debe deanasiperioridad en uno o0 mas
de estos aspectos: calidad, tiempo y robustez. Existen dogsnas para demostrar esta
superioridad: ya sea a través de un analisis teorico ase/&eccion 2.3.1 — o de pruebas
experimentales.

Las pruebas experimentales consisten en resolver un praldemputacional usan-
do una implementacion del algoritmo que se desea demastraiciencia o efectividad
en ciertas instancias estandar (en inglisnchmark del problema que son usadas pa-
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ra probar algoritmos. Para ello se ejecuta varias vecegetimho con esa instancia en
particular y se comparan los resultados obtenidos con logrds algoritmos existentes.

Es importante sefialar que existen diferentes factorepaeden afectar significa-
tivamente la informacion obtenida con el experimientaresallos: el problema seleccio-
nado, las instancias del problema usadas, la implementdeialgoritmo, parametros de
algoritmo, las caracteristicas del equipo en donde sarilaxcabo las experimentaciones y
las medidas de desempefiio consideradas [Greenberg, UgRfpecto importante es ase-
gurarse que la informacion reportada sea significativar. &aal. [1995], Johnson [1996]

y McGeoch [2001] presentan guias para disefiar experovgnteportar los resultados

de la contribucion del algoritmo propuesto, los valoresodeparametros para los cuales
el algoritmo se desempeii6 bien y en general el procesadiies cabo para determinar-

los; esto con el objetivo de identificar ideas innovadorasmueden ser usadas en otros
problemas y evaluar la robustez del algoritmo.

La medicion del desempefio del algoritmo es un aspedioa;res importante tener
claro qué medir, como medir y como asegurarnos que lacidedno interfiere con el
experimento llevado a cabo [Fleming y Wallace, 1986; McGet696; Moret, 2002]. En
general se deben tener medidas que puedan resolver laagegpreguntas:

= ¢ Cual es la mejor solucion encontrada por el algoritmo?
= ¢ Cuanto tiempo lleva encontrar la mejor solucion?
= ¢Qué tan rapido es el algoritmo para encontrar buenasieois?

= ¢ Qué tan robusto es el algoritmo?

Las medidas de desempeiio usadas en pruebas experimaatedagjue ver con el
valor de la solucion, el espacio de memoria usado, la adaky tasa de convergencia ha-
cia la solucibn optima, o qué tan cercana es la soluaigomtrada con la solucion 6ptima
o con la solucion mejor conocida hasta el momento, cantigaieraciones, numero de
llamadas a una rutina especial del algoritmo, cantidad dgacaciones y asignaciones.

Medir el tiempo de computo puede llegar a ser problemgimola variedad de
equipos usados por diferentes investigadores para rel&zpruebas y las estretegias de
programacion que se consideraron para implementar aiitgo Por ello es importante
gue siempre que se pueda analizar la complejidad del algmaproximado en téerminos
de la notacior® [Klein y Young, 2010]. Ademas generalmente en estos dlgos es



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS 49

30
o -9,
= “o-a,
o} \
o 25+ n\l
\S \\&—0—0\\
i o
S 20
S L 0--6--6--0--0--6-6-0-3,
= Vo--0-a
R os,
Q ‘e
o 15 ‘o-0--,
o L
°
[
>
10

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Iteraciones

Figura 2.16: En esta figura se muestra el comportamiento de un algoritmaedo
se minimiza el valor de la funcibn objetivo. Se puede ver @@halgoritmo no
encontrd soluciones mejores que el mejor conocido de llaciten15 a la 24,
después el algoritmo empezo a obtener mejores resultafuesyr de la iteracion

33 volvio a tener un comportamiento similar. Se considerigmler el algoritmo

al llegar a la iteracién0. La pregunta aqui es: de haber permitido realizar mas
iteraciones, ¢ el algoritmo habria obtenido mejores sures?

comin establecer un criterio de parada como el tiempo de@fm, nimero de iteracio-
nes maximas, parar despuésudigeraciones sin cambios en la solucion obtenida, lo cual
afecta la calidad de la solucion. Por ejemplo, en la Figuté 2i se toma la decision de
parar tomando en cuenta ciertas iteraciones sin cambio ®idaion, podriamos cortar
la oportunidad de obtener mejores soluciones.

2.6.2 ANALISIS DEL PAISAJE DE APTITUDES

Ante la necesidad de algoritmos aproximados que sean eradtigar efectivos y
eficientes, se ha propuesto estudiar el espacio de busdelal@blema, ya que el desem-
pefio de los algoritmos esta relacionado con la dificultatitidad de desplazamiento por
el espacio de blusqueda. Una manera de estudiar el espaoisgeeda, es a través del
conceptopaisaje de aptitudes— originado en la biologia evolutiva por Wright [1932] y
adoptado en la computacion evolutiva [Fogel y Fogel, 199%]onde la funcion objetivo
generalmente es considerada comofunaion de aptitudel vecindarioV (s) es llamado
configuracioney la eleccion de la siguiente solucion es llamataimiento

La dificultad asociada al espacio de bUsqueda esta retbocon larugosidad
del paisaje de aptitudes, es decir, que tenga una gran adma 6ptimos locales vistos
como obstaculos para encontrar el 6ptimo global; por & encontrar buenas soluciones
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depende de de la funcion de aptitud y la geometria del esplacbisqueda la cual es
inducida por el proceso de busqueda [Jones, 1995]. Tantdigeutralidaddel espacio
de blasqueda — configuraciones con la misma aptitud — impaaasempefio de los
algoritmos. De aqui que la geometria del espacio de leasgsea referida como paisaje
de aptitudes con montafas, picos, valles y mesetas, contasta en la Figura 2.17;
aunque un poco diferente desde nuestra perspectiva tridioral. Una revision del tema
y las propiedades geométricas de los paisajes es hechéapoerd2002].

Aptitud

Espacio de busqueda

Figura 2.17: Representacion tridimensional de una superficie de ajestu

Por lo regular, el estudio del paisaje de busqueda se aesdiare las trayectorias
de bUsqueda que realizan los algoritmos, referidas cominesas aleatorid§Weinber-

ger, 1990]. Algunas medidas que indican la rugosidad o akdad de la superficie de
aptitudes son:

Auto-correlacion El objetivo de esta medida es cuantificar a la rugosidad deplericie
a través de la correlacion existente entre configurasiangacentes. La idea pro-
puesta por Weinberger [1990] es generar una caminata ageatola superficie y
en cada paso guardar la aptitud encontrada. De esta margeaesa una serie de
tiempo de aptitudes’ = {f1, fo, ..., f.}. Para calcular esta medida se debe espe-
cificar una distancia entre las aptitudes. La autocorrelacioh pasos es calculada

8Una caminata aleatoria es una trayectoria que resulta @ pasos sucesivos aleatorios entre solucio-
nes vecinas.
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como:
n—=k ~ ~
(fi = H)fivr — 1)
pp = T — ,n >k, (2.33)
S (fi= 1)
i=1
donde:
fz%;nl ,n > 0. (2.34)

Si|pk| =~ 1, las diferencias entre pares de aptitudes vecinas soras@siles decir, la
superficie es como un valle. Bi.| ~ 0, los valores aptitud son casi independientes;
por tanto la superficie es muy rugosa [Weinberger, 1990].ebe tener cuidado al
elegir el valor dek ya que este parametro influye en como se percibe el paisaje de
aptitudes; para ello Weinberger propone la siguiente naedid

Longitud de auto-correlacion Esta medida también propuesta por Weinberger [1990]
indica cual es el valor mayor de distancia a la que el conjulet soluciones se
vuelve no correlacionado. Se calcula mediante:

1
_pk.

lowll = 1 (2.35)
Segln Weinberger, un valor alto fig.|| indica una superficie muy plana, mientras
gue un valor pequeiio indica una superficie mas rugosa.

Coeficiente de engao Esta medida propuesta por Jelagtyal. [1999] se aplica sobre
las aptitudes finales de ejecuciones del algoritmo, obteniéndose el conjunte
{f1, f2, ..., fm} SObre el cual se calcula la aptitud final espe@gdeal valor maximo
de las aptitudes finaleg,, s, y el valor minimo de las aptitudes finalég,,. El
coeficiente de engaio se obtiene como:

E— Fum
D=1- PR (2.36)
Se define que d,4« — Fuin = 0, entonce® = 0. Valores cercanos a uno indican
gue la estructura del paisaje de aptitudes es enganose ltage que el algoritmo de
bUsqueda obtenga aptitudes finales muy diferentes y eacama buena solucion
siempre que se ejecute el algoritmo es dificil. Por otro ladores cercanos a cero
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indican que la superficie de aptitudes es amigable porqueediempre a soluciones
similares.

Si bien estas medidas provienen del analisis estadistcban propuesta medidas
basadas en el analisis de informacion que se obtiene&std®/las caminatas de los algo-
ritmos. Para esto se codifica la serie de tiempo de aptitudesacadend = s;s5. .. s,
de simbolos donde € {1,0, 1}. Esta codificacion se realiza de dos maneras, dependien-
do de la medida de informacion que se desea obtener de Idisigo®etalles de como se
realiza la codificacion de las cadenas y como se haceraloglo$ para obtener medidas
basadas en informacion se encuentran en el trabajo rdajia Vassilewet al.[2000]. En
el trabajo realizado por Rosas [2007] se muestra un ejengpdomho realizar el calculo de
estas medidas estadisticas y de informacion para ungmnabde empaquetado de objetos.
A continuacion se describen algunas medidas basadas ealisisde informacion:

Contenido de informacibn Es una medida basada en la entropia de la superficie; es usa-
da para caracterizar la rugosidad con la cual se topa elitaigoen su trayectoria
por el espacio de blusqueda.

Contenido de informacion parcial Esta medida esta relacionada con la cantidad de opti-
mos locales que aparecen en la trayectoria del algoritmo.

Informaci 6n de densidad de vallesEs otra medida basada en la entropia de la super-
ficie; es usada para caracterizar las partes planas visifaaael algoritmo en su
trayectoria por el espacio de blsqueda.

Existen otras medidas basadas en las distancias entre l[domBsess; y s; en el
espacio de busqueda que tienen que ver con el nUmero denieatds que el algoritmo
hace para llegar de la soluciéna la solucions;. El calculo de esta distancia entre so-
luciones depende del problema que se esta estudiando ¢y s®mepresenta la solucion
[Bouziri et al, 2011].

Basicamente el estudio del paisaje de aptitudes se haamea mejorar el desem-
pefio de los algoritmos, ya que la informacion obtenidaasetiizado para disefiar estra-
tegias de busqueda que permitan a los algoritmos navegarespacio de busqueda de
una manera inteligente.



CAPITULO 3

TRABAJOS RELACIONADOS

Todos los objetos de la rém e investigaéin humana
pueden, naturalmente, dividirse en dos grupos, a saber:
relaciones de ideas y cuestiones de hecho.

- David Hume.

En este capitulo se describen y analizan trabajos relagascon el tema de estudio, tra-
bajos que inciden en uno o mas aspectos de la investigdiimtipalmente los trabajos
agui descritos se han enfocado en determinar qué praj@sediel espacio de blsque-
da afectan el desempefio de los algoritmos usados e identji@ instancias son mas
dificiles o0 mas faciles de resolver. En este trabajo serguleterminagué propiedades
estructurales de las instancias afectan la complejidadadecson del problema

3.1 DESCRIPCDN

Existe una gran variedad de trabajos que proponen algaipai@ obtener mejores
soluciones que las reportadas en el estado del arte haaisndeficiente de los recursos
computacionales [Khajehzadehal, 2011; Zanaki®t al,, 1989]; trabajos que estudian el
espacio de busqueda ya sea para explicar el desempefi® algdoitmos o para disefiar
estrategias de blsqueda que aprovechen la estructurspaei@ de soluciones [Baluja y
Davies, 1997; Jelasitgt al,, 1999; Popovici y De Jong, 2005; Rosas, 2007; Yossi y Poli,
2005]. La mayoria de estos trabajos se limitan a mostrardarsoridad de los algoritmos
propuestos y/o como fueron incorporadas ciertas estsateg la blsqueda de soluciones.

Cuando se estudia espacio de soluciones se debe tomar ¢a guema percepcion
de la estructura — en términos de rugosidad o planaridad perdte de la formulacion
de la funciobn de aptitud y las configuraciones de los mowvitoig cuando se reportan
resultados de los algoritmos hay que tomar en cuenta lastedsdicas del equipo usado,
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técnicas de programacion y las medidas de desempenasudad ambos casos se presta
mayor atencion a los algoritmos y no a las instancias s@selales se ejecutan los
algoritmos, sefialando solamente cuales instancias ificiled o faciles de resolver en
terminos del resultado obtenido en un determinado tiersjpomencionar por qué son
dificiles o faciles, o qué caracteristicas poseen gadacen dificiles o faciles.

Lateoria de la complejidad parametrizade provisto un marco de trabajo para es-
tudiar la complejidad computacional de un problema depemntti de parametros propios
del problema [Flum y Grohe, 2004; Marx y Schlotter, 2010,80for otro lado desde el
punto de vista de Ifisica estatsticase ha estudiado valores de parametros en problemas
NP-completos en los cuales se presenta una transicion destadecir, cambios en la difi-
cultad de solucion del problema [Achlioptetsal., 2005; Fu y Anderson, 1986; Mammen
y Hogg, 1997; Martiret al,, 2001; Monassoet al,, 1999], como los ejemplificados en la
Seccion 1.1. En ambos casos, se ha concluido que parasgremtametros de problemas
NP-completos estos son tratables, es decir, son facilessidves; sin embargo esto es
tomando en cuenta parametros propios del problema, noidstéancia del problema.

En los Gltimos afios, diversos trabajos han mostrado cesactura de las redes del
mundo real influyen en el comportamiento de varios procegesaman lugar en ellas. En
este trabajo es de principal interés estudiar qué pragesiestructurales en las instancias
de grafos facilitan o dificultan la solucion de un probéem continuacion se describen
trabajos en los cuales se ha seflalado que la estructurardgdacia puede ser un factor
gue influye en la dificultad de resolver un problema, plardeasomo problema abierto
el entendimiento de qué propiedades influyen en la saludeun problema y como lo
hacen.

Coudert [1997] abord6 el problema de coloreo de grafosidimheuristicos y una
técnica exacta (coloreo secuencial) sobre grafos “aalifis” y grafos del “mundo real”.
Concluyb que los grafos del mundo real son instanciasefaciebido a que su numero
cromaticd puede ser igual al tamafio del cligue mas grande. Parawlaterla facilidad
de solucion, toma en cuenta el nUmero de heuristicoslggarbn al nUmero cromatico
0 qué tan alejados quedaron de dicho nimero. Este trabajud una fuerte critica por
parte de Kirovski y Potkonjak [1998], en particular en dope&sos: el primero es que
Coudert trata de resolver un problema dificil usando otablema dificil — encontrar el
clique de tamafio maximo — y el segundo es que no provedadsslexperimentales en

'El nimero cromatica (G) de un grafo es el nimero minimo de “colores” que se puedgnarsa los
nodos del grafo de manera tal que dos nodos unidos por una aoisengan asignado el mismo “color”;
para mayor detalle de esta definicion véase la Seccion 6.1
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una diversidad grande de grafos. Kirovski y Potkonjak etraoon ejemplos de la vida
real dificiles de colorear que resultaron ser grafos munsds, por lo cual descartaron la
conclusion dada por Coudert, recalcando queValuacbn del rendimiento y variabili-
dad de un algoritmo de coloreo de grafos es fuertemente delparte de la estructura
de los grafos y que esta dependencia debe ser estudiada cgomnigor.

Mulet et al. [2002] estudiaron el problema de coloreo sobre grafos@ieatcon
cierta conectividad media para un numérde colores. Encontraron que grafos con baja
conectividad aceptan coloreos legales, mientras quegycaio alta conectividad son no
coloreables. Se enfocaron en determinar la conectividdectras la cual la probabilidad
de que sean no coloreables tiende a uno cuando el tamafnoaflegece infinitamente.

A esta transicion se le llamgCOL/UNCOL, donde el valor de la conectividad critica
depende del nimero de colores permitidos; los grafos gdasrcerca de la conectividad
critica son dificiles de colorear.

Hamiez y Hao [2004] sefialaron que las propiedades de lasisnks pueden ayu-
dar a explicar el comportamiento de algunos algoritmosesahrgrafo particular. Estu-
diaron una propiedad llamadanjunto representativooncluyendo que se puede suponer
cierta relacion entre la existencia, nUmero y tamafiostigseconjuntos y la estructura de
los grafos, pero que se necesita mayor evidencia para canfomefutar esta hipotesis.
Recalcaron lamportancia de investigar las relaciones entre la estruude los grafos
y las propiedades de las soluciones y tagtblas relaciones entre las propiedades de las
soluciones y la dificultad para resolver el problema en unatancia en particular

Los grafos del mundo real exhiben una distribucion del grdeley de potencias
Ante la evidencia practica que la optimizacion combiniaten estos grafos es mas facil
gue los grafos generales; Ferraetal.[2008] enfocaron su estudio en probar que muchos
problemad\NP-duros de optimizacion en grafos permanebs¥hduros en grafos de libre
escala. Sus resultados tedricos muestran que — en el orebos grafos de libre escala
son duros con respecto a muchos problemas importantes idé@zgnion en grafos. Sin
embargo, evidencia experimental mostrd que la optimizaes considerablemente mas
facil que en instancias de grafos del mundo real, por lo colatluyeron que estos grafos
no caracterizan a instancias del peor caso.

Smith-Mileset al. [2009] seialaron que ebnocimiento de la estructura del pro-
blema vy las caractésticas de las instancias pueden asistir a la seléccde algoritmos
para resolver el problemaRecalcaron que a pesar de que el desempefio algoritmico se
ha estudiado mediante el espacio de blusqueda o las catcasrde las instancias del



CAPITULO 3. TRABAJOS RELACIONADOS 56

problemase tiene un deficiente entendimiento deo exactamente el rendimiento de los
algoritmos depende de las caradtgicas de las instancias

En este estudio, Smith-Milest al. enfatizan que un aspecto importantecerl-
quier estrategia orientada a establecer relaciones entrdesemp@o algoritmico y es-
tructura de la instancia es la seleamn de caracteristicas con la cual se realizata
caracterizacbn de instancias Posteriormente Smith-Milest al. [2010] sefalaron que
las caracteristicas que se consideren correlacionaracdifi¢ultad de solucion, pueden
incluir métricas basadas en identificar los retos que irapbmspacio de blusqueda.

Porumbekt al.[2010] presentan un analisis del espacio de busquedd obieévo
de mejorar algoritmos de bUsqueda local para el problencaldeco de grafos; para rea-
lizar este analisis hicieron uso de la distancia entrereok Su hipbtesis radica en que las
soluciones de alta calidad no estan distribuidas al azerespacio de busqueda, sino que
estan agrupadas en esferas de determinado tamafio. Besesko construyen algoritmos
gue explotan el agrupamiento de las soluciones. Encontdiferencias en los espacios
de bUsqueda con respecto a los coloreos legales y numennilietos, en varias instan-
cias. Llegaron a la conclusion que estiifferencias en los espacios déis¥queda recaen
en la estructura de los grafos a ser coloreados, sin llegastablecer una relad@n entre
las caracteftsticas del espacio delsqueda y la estructura de los grafos.

Coccoet al. [2006] hacen una revision de métodos de fisica estadiaplicada
al analisis de algoritmos para problemas de optimizacin distribuciones de entra-
das aleatorias, sefialaron que si bien los fisicos esiea y los teoricos de las ciencias
computacionales buscan entender el comportamientaméismtie los procesos actuando
en espacio de configuraciones exponencialmente largatemxdiferencias en la manera
gue abordan este problema. Sefalan que desde el puntotalele@ita fisica estadistica
dos aspectos son importantes: el primero es la complejidddsdtransiciones de fase,
gue son abruptos cambios en la complejidad cuando un pahesevariado; el segundo
aspecto es el rol que juegan las propiedades de las instdragmestudio, ya que algunas
propiedades de las instancias pueden implicar la ineficietectoda una clase de algorit-
mos. Esta tltima es una de las principales preguntas akiedimo esh relacionado el
desempio con propiedades de las instancias del problema y no de ktsltes de los
algoritmos de lasqueda.

Juhosy van Hemert [2008] colorean grafos contrayendo naodoslo lugar a hiper-
grafog. La secuencia en la cual los nodos se contraen define el egmbilsqueda en

2Un hipergrafoes una generalizacion de un grafo, cuyas aristas puedsmair mas de dos vértices
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terminos de permutaciones. El problema de coloreo de ggef@onocido por exhibir un

incremento en su dificultad a medida que la densidad se imgrienpara un determinado
namero de colores se vuelve no-soluble. EI mezclado sedrapeopiedades locales, lo
gue hace cambiar las propiedades del nodo, el orden en quezetamdefinen el espa-

cio de blsqueda, por lo tanta dificultad esh dada por dos factores: las propiedades
topologicas y el orden de mezclado

En trabajos anteriores, van Hemert [2006] hace hincamégpcutar algoritmos so-
breinstancias estndar de pruebden inglesbenchmarktiene una reducida contribucion,
debido a que soblo se analizan resultados del desempefoesas instancias. Propone una
metodologia basada en algoritmos evolutivos, en dondeirage instancias dificiles se
generan mas instancias dificiles. La manera en la culil@ladificultad de las instancias
es con el numero de operaciones realizadas por los algipara resolver el problema
sobre esas instancias. van Hemert [2006] analiza las plagés estructurales para ex-
plicar la dificultad de estas instancias en términos desgstgpiedades. Trabaja con tres
problemas para los cuales la propiedades estructurales destancias son diferentes.

3.2 DISCUSION

Diversos investigadores han abordado el problema de lalegdgnl inherente de
las instancias del problema. Sin embargo para problemasisahdos con grafos no se
ha llegado a una conclusion acerca de qué propiedadestesies — para grafos del
mismo tamafo y orden — influyen en la dificultad o facilidadgp@solver una instancia
dada del problema.

Si bien se sabe que ciertos parametros del problema asi@ldamario de la instan-
cia influyen en la dificultad de solucion, los estudios m=lbs tratan con instancias que
no son comparables en términos de tamafio, lo que difi@uitiehtificacion de propieda-
des estructurale&sta es una de las principales inquietudes de este tralsajoinstancias
del mismo tamafiio pero que tengan diferente estructuraopaeavar y analizar la manera
en que ésta influye en la solucion del problema.

Para lograr responder la pregunta de qué propiedadesteséiles en grafos afec-
tan la manera en que se resuelve un problema es necesabilerestamarco de trabajo
efectivo y practico que ayude a identificar estas propieslad



CAPITULO 4

METODO DE ESTUDIO

Si supiese qeies lo que estoy haciendo
no le llamaia investigadn ¢ verdad?
- Albert Einstein.

En este capitulo se presenta el método de estudio llevadmaara desarrollar esta
tesis. El objetivo de este capitulo pponer un marco de trabajque sea aplicable a
cualquier problema en el que se desee estudifieeto de la estructurde las instancias
sobre edesempigo de los algoritmogue resuelven el problema, de manera que se puedan
establecer relaciones entre propiedades estructurateapiejidad de solucion.

Las actividades llevadas a cabo para lograr el objetivoigéaio se pueden dividir
en seis etapas las cuales se muestran en la Figura 4.1 yseediadetalle en las siguien-
tes secciones. La primera etapa (Seccion 4.Eleggir el problema computacionglara
realizar el estudio. La segunda (Seccion 4.2) y tercerac{&e 4.3) etapa consisten en
recopilar y caracterizar instanciasle igual tamafo pero diferente estructura. La cuarta
etapa (Seccion 4.4) corresponde &lieccbn de algoritmogara solucionar el problema
elegido y estudiar el desempefo algoritmico sobre laanetas generadas. En la quinta
etapa (Seccion 4.5) smracteriza el desemfie algoiitmico, para esto se desarrolla una
medida de desemfie basada en como convergen los algoritmos hacia una solycjoe
sea independiente del algoritmo y del problema. Por Ultlmeexta etapa (Seccion 4.6)
consiste erestablecer relacionesntre las propiedades estructurales y el desempefio de
los algoritmos.
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Eleccion de un
problema

A

Recopilacion de instancias

Y

Caracterizacion de
instancias

A 4 A 4 Relaciones entre

propiedades estructurales

de instancias y desempeio
algoritmico.

Eleccion de algoritmos Diseno experimental >

A

Y

Caracterizacion del
desempeiio algoritmico

Figura 4.1: Pasos a seguir para establecer relaciones entre propsegktdectu-
rales de instacias propuestas de un problema y el desemeedibs algoritmos
que solucionan el problema.

4.1 BELECCION DEL PROBLEMA COMPUTACIONAL

La eleccion del problema computacional es un paso fundahéebido a que el
problema computacional elegido determina las instanciassq usaran para el estudio y
su caracterizacion y los algoritmos usados para estub@d@sempefo algoritmico. Por
esta razbn se recomienda elegir un problema del cual sdassiliarizado o en su defec-
to que sea un problema ampliamente estudiado en la litarakistente con abundantes
resultados tedricos y practicos y para los cuales exisstancias de prueba; este Gltimo
punto es discutido en la siguiente seccion.

También es recomendable que otros problemas computéesqnadan reducirse a
este problema. Esto sera informativo ya que los resultadtenidos se puedan extender,
al menos en algln grado, a otros problemas; esto graciatearla de laNP-completez
(véase Seccibn 2.3.5), la cual ha demostrado que mucbbepras aparentemente di-
ferentes pueden ser mapeados a otro de tal manera que lei®setuse preservan bajo
el mapeo. Cheesemat al. [1991] reportan que la dificultad de las instancias de un pro-
blema se mapean a instancias dificiles en otro problenradcuse realiza una reduccion
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y que las propiedades de estas instancias se preservanrandtmacion. Selmaet
al. [1992] muestran resultados en los cuales al reducir unariost dificil de un pro-
blema a otro la dificultad se mantiene. Teniendo una insadhificil para un problema
NP-completo se puede obtener una instancia dificil paragoied problema completo a
través de reducciones [Gutfreuatal., 2007; Walsh, 2009].

4.2 RECOPILACION DE INSTANCIAS

Una de las principales lineas de investigacion dentraida de las ciencias compu-
tacionales es la tarea de diseiar e implementar algoripaces solucionar problemas
computacionales de decision y de optimizacion. Una naadermponer a prueba los algo-
ritmos diseflados para resolver el problema o mostrar gujkad sobre otros algoritmos
es utilizar instancias estandar de prueba que se encneligonibles en linea.

Las instancias proveen una herramienta con la cual la caladrdientifica, pue-
den hacer comparaciones de desempefio entre algoritmgseya- como se habl6 en la
Seccibn 2.6.1 — la diversidad de equipos en los cuales eaiedas experimentaciones
computacionales y detalles de implementacion son feztooeproveen un ambiente de
igualdad de condiciones. Sin embargo con instancias déatos resultados referentes a
las soluciones obtenidas pueden ser comprables en téyiakénsu calidad.

En general se usan instancias de diferentes tamafosadasifilas como pequeias,
medianas o grandes e identificando algunas como instaetéoras. Es comun estudiar
el desempefio del los algoritmos sobre grandes instanaigsi — como se aclar6 en
la Seccion 2.3.1 — el tamafio de la instancia tiene un ingpatel tiempo de computo
requerido para resolver el problema. Sin embargo para atgustancias de gran tamafio
en las cuales se espera que el tiempo de computo requesidteser, diversos algoritmos
obtienen soluciones de buena calidad en poco tiempo, es dacinstancias son faciles
de resolver, lo que sugiere que la estructura de la instdecdguna manera influye en la
facilidad o dificultad de resolverla.

El objetivo de este trabajo es identificar qué propiedadési@urales en las ins-
tancias hacen que sean faciles o dificiles de resolvea & es importante contar con
instancias de igual tamAo pero diferente estructuraEn este trabajo no se pretende
mostrar superioridad entre algoritmos sino la afectadétas propiedades estructurales
de las instancias en el comportamiento de uno o varios &igasi En caso que las instan-
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cias de prueba disponibles no cumplan con estas cardictesi®s importante desarrollar
herramientas que nos permitan generar instancias conrkad@asticas deseadas.

4.3 CARACTERIZACION DE INSTANCIAS

Una vez seleccionado el problema computacional que se dbsedar y recopilar
las instancias con las caracteristicas deseadas — made®®en la seccion anterior —
es importante capturar cuantitativamente propiedadescastales de las instancias. La
caracterizacion de instancias es un paso importante erntrebiajo, ya que el objetivo
perseguido es identificar qué propiedades referentesstriecira de la instancia afectan
el desempefio de los algoritmos ya sea facilitando o difindlb la solucién del problema.
De aqui que si se detectan diferencias en el desempefia déglaritmos, éstas pueden
relacionarse con determinada estructura de la instareiaicamente con el tamafio.

Esto también lo sefialan Smith-Mile$ al. [2009] y Pérezet al. [2008] quienes
buscan establecer relaciones entre estructura y deserafggititmico con el objetivo de
seleccionar algoritmos. Como se menciond en la Seccidlialeccion del problemaes la
gue marcara la pauta referente a las propiedades de ladret@ue se desean caracterizar.

4.4 BELECCION DE ALGORITMOS

El objetivo principal de este trabajo ieentificar aspectos presentes en la estructura
de las instancias que influyan en la facilidad o dificultadaeesolver el problemaCabe
sefialar quano se pretende evaluar el desempefio de los algoritmos patalexsir que
algoritmo es mejor que otro. Los algoritmos en si no son @tolde estudio de este
trabajo; son el medio con el cual se realiza el estudio y puotdeben poseer ciertas
caracteristicas que se mencionan a continuacion.

Es importante trabajar con algoritmos que aborden de difereanera el problema
elegido; nos interesa trabajar con algoritmos del estadarteque formulen de diferente
manera la funcion objetivo y la vecindad de soluciones. €seemenciono en la Seccibn
2.6.2, tanto la formulacion de la funcion objetivo y la reeande generar vecindades de
alguna manera inducen ciertas caracteristicas del esgadblsqueda. Si la estructura
de la instancia tiene un efecto significativo en el desemdgoritmico, se podra esta-
blacer también si determinada propiedad estructural aeel espacio de busqueda sea
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mas rugoso o mas plano, de manera que las propiedadest@sties guien el disefio de
estrategias de busqueda que saquen el mayor provechie @®rscimiento.

4.5 CARACTERIZACION DEL DESEMPENO

Para poder identificar el efecto de la estructura de la iogaes importante ca-
racterizar el desempefio del algoritmo en base a como gmbacia una solucion, esto
dependiendo del objetivo que se desea alcanzar minimizaxamwizar. Para ello se es-
pera que durante la ejecucion vaya hacia la direccionadiese

Por ejemplo, en la Figura 4.2(a) se muestra el comportam@egeable en pro-
blemas de optimizacion donde el objetivo es minimizar. jElde lasz representa las
iteraciones y el eje de lasrepresenta el valor de la funcion objetivo. Si al algoritede
dificulta resolver la instancia, tardara mas para queler e la funcion objetivo dismi-
nuya (linea superior). Si le es relativamente facil, gedohente va disminuyendo el valor
de la funcion objetivo (linea media). Si le es muy fadlpidamente disminuira el valor
de la funcién objetivo (linea inferior). Al utilizar algémos heuristicos se busca mejorar
rapido para una terminacibn oportuna.

Valor de la funcion objetivo
Valor de la funcion objetivo

Iteraciones Iteraciones

(a) Convergencia en problemas de minimizaci (b) Convergencia en problemas de maximibaci

Figura 4.2: Comportamiento algoritmico que se desea caracterizar.

El comportamiento deseable e indeseable de algoritmosodrepnas de maximi-
zacion se muestra en la Figura 4.2(b). Si al algoritmo séfieutta resolver la instancia
tardara mas para que el valor de la funcion objetivo auen@imea inferior). Si le es relati-
vamente facil, gradualmente va aumentando el valor denleidua objetivo (linea media).
Si le es muy facil, rapidamente aumentara hacia el vadoladfuncion objetivo (linea
superior).
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4.6 DISENO EXPERIMENTAL

El dis€io y aralisis de experimentass una herramienta estadistica importante que
nos permite planear, ejecutar e interpretar un experingarobtener conclusiones vali-
das y objetivas acerca del problema que se esta estudidndexperimentcse define
como una prueba planeada donde se introducen cambiosledosaen las variables de
entrada de un proceso o sistema para observar el efectosleasnbios sobre la salida o
variable respuestdel proceso o sistema. Esto se ejemplifica en la Figura 4.3.

Factores no controlables
ai as anp

/

Entradar ——| Proceso |—— Saliday

N A

b1 by bm,
Factores controlables

Figura 4.3: Representacion del proceso.

La realizacion de un experimento tiene como objetivo deitesr qué variables de
entrada pueden tener mayor influencia en la respuesta onileéenalores de las variables
de entrada de manera que se produzca una respuesta desesda @agiabilidad de la
respuesta sea muy pequefa.

Para llevar a cabo un buen experimento se recomienda segasquema general
de procedimientos; para llevar a cabo este trabajo de igaegin se sigue el esquema
presentado por Montgomery [2006] el cual se enlista a coatidn:

H

. Identificar y enunciar el problema.

N

. Elegir factores, niveles y rangos.
3. Seleccionar de variables respuesta.
4. Elegir el disefio experimental.

5. Realizar del experimento.
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6. Analizar estadisticamente los datos.

7. Dar conclusiones y recomendaciones.

En muchos experimentos se tiene principal interés en iestlad efectoso la in-
fluencia de uno, dos o méactoressobre una o variagariables respuestastos factores
pueden ser controlables o no, cualitativos o cuantitati@asla factor tienaiveles es de-
cir, valores especificos dentro de un rango definido porrxentador. Las variables
respuestas deben ser cuantificables de manera que pro¥eamacion Gtil acerca del
proceso que se desea estudiar. Es importante determinamekra deréplicasdel expe-
rimento, es decir, la cantidad de repeticiones indepeteBaque se haran de experimento
con cada combinacion de niveles de los factores.



CAPITULO 5

SOLUCION PROPUESTA

La formulacbn de un problema,
es mas importante que su soluri.
- Albert Einstein.

En este capitulo se presentangrco de trabajgropuesto para abordar el estudio
de propiedades estructurales en instancias que afectaseingeino algoritmico. En la
Seccibn 5.1 se define el tipo de problemas que abordarestos;astan relacionados con
grafos. Posteriormente en la Seccion 5.2 se enuncianvassds consideraciones que se
deben tomar en cuenta al generar instancias de grafos dedagwaio y orden pero dife-
rente estructura y la Seccion 5.3 describe qué considécaracterizarlas. En la Seccion
5.4 se discuten las caracteristicas a tomar en cuentacsarigen algoritmos para abor-
dar el estudio. En la Seccion 5.5 se discute por qué lasdagdiadicionalmente usadas
para medir el desempefio de los algoritmos no son adecuadeslgstudio que se realiza
en este trabajo y se propone una medida de caracterizaag@ad en la convergencia de
los algoritmos hacia una determinada solucion. Finalmentla Seccion 5.6 se detallan
aspectos que se deben considerar para establecer retaeitnelas propiedades estruc-
turales de las instancias y el desempefio algoritmice.Batco de trabajo se aplica para
un problema en particular en el Capitulo 6.

5.1 ELECCION DEL PROBLEMA

Para realizar este trabajo, se acoto la poblacion deiestudstancias de problemas
computacionales relacionados con grafos, introducidoSeation 2.1. Los grafos son
una de las herramientas mas importantes en las ciencigsutacionales, matematicas,
ingenieria y muchas otras disciplinas ya que proporciamanrepresentacion abstracta

65
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de relaciones entre elementos que conforman una ampledearide sistemas [Skiena,
2008]. Otro aspecto que jugb un importante papel en la idecte trabajar con grafos
fue que en la literatura existe una amplia cantidad modedagetieracion de grafos con
diferente estructura y funciones que permiten caractepmapiedades estructurales —
descritas en la Seccion 2.2 — de los grafos.

5.2 GENERACION DE INSTANCIAS

Para aplicar el marco de trabajo propuesto y lograr el olojglanteado en este tra-
bajo, es necesario que las instancias de prueba cumplanertas caracteristicas que es
tener grafos con el mismo ordery tamafoe pero diferente estructura. Para el problema
computacional elegido existen instancias de prueba quemplen con estas caracteristi-
cas; si bien se cuenta con grafos de diferentes estruce&umas,los grafos que comparten
la misma estructura no tienen el mismo tamafo o se cuenfaomas instancias para reali-
zar comparaciones significativas entre ellas. Con el fin dervhr efectos estructurales en
la solucion del problema y poder realizar comparacionesitiizan modelos de genera-
cion de redes complejas, los cuales proporcionan unarhiemga paragenerar instancias
de grafos controlando el orden y taiim@pero con diferente estructura

Los modelos utilizados para generar las instancias de gyda: el modelo de
Erd6és-Rényi (ER), el de Watts-Strogatz (WS), el de Basatlbert (BA), el de Klein-
berg (KL) y el modelo de grafos geométricos aleatorios (RG&Bs modelos fueron im-
plementados en lenguaje Java [Goslaigal, 2005]. Se desarrolld una herramienta de
generacion de grafos; a través de su interfaz graficagrueidualizarse grafos que con-
tienen hastd 00 nodos y a través de la terminal o consola pueden generaafes gte
hasta4,900 nodos. Las instancias de grafos tienen el formato DIMAC3 (20

Es importante trabajar con conjuntos de grafos de diferanmken, a medida que el
orden de los grafos va creciendo también crece el nUmeanistas que se pueden tener
en los grafos. Para fines de comparacion, en lugar de maiejamero de aristas se
trabajara con la densida@n(G) de los grafos, es decir, con la proporcion de aristas pre-
sentes de las maximas posibles, dependiendo del numemdds con el que se generen
los grafos.

Una parte importante en la generacion de instancias esigkaje parametros de
los modelos usados de manera que se generen instanciasnaisme nimero de nodos
y de aristas. Algunos parametros de entrada imponenierséricciones para establecer
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el orden y densidad de los grafos. Por una parte el modelo #tautina malla des x s
nodos, por lo cual para cualquier modelo el orden de los graforestringido por el
parametros del modelo KL, es decin, = s2. Restricciones en cuanto al nimero minimo
de aristas que pueden tener los grafos son impuestas podelon&'S y KL al crear el
anillo y la malla respectivamente. A partir de las restdoeis dadas por estos modelos se
obtuvieron los parametros para cada uno de los modelosiomauios.

Un aspecto importante es trabajar con grafos conexos: sersergran grafos no
conexos se tendrian instancias faciles, ya que cada campono conexo equivaldria a
resolver el problema para cada componente que se tenga. dgslon KL, WS y BA
construyen grafos conexos, pero los modelos ER y RGG al gegeafos de baja densi-
dad pudiesen resultar grafos no conexos. Debido a que aetdiconexidad de los grafos
al momento de generarlos es costoso computacionalmertiejes®n adecuaciones a los
modelos ER y RGG para asegurar que grafos de baja densidadmsexos. Para el mo-
delo ER se generd primeramente un arbol abarcante (egsisghanning trecon lo cual
se tienem — 1 aristas en el grafo y después se aplico el modelo tal cualazgegar las
aristas faltantes para completar la densidad deseada.dasebel modelo RGG prime-
ro se generd un arbol minimo abarcante (en ingl@simum spanning trgey después
se agregaron aristas entre nodos mas cercanos hastardatdeesidad deseada. El mo-
delo de BA no especifica el nUmero de nodos iniciales ni coeted estar conectados
para empezar a construir los grafos; con el fin de no indu@rastructura en particular
a los grafos generados con este modelo, se inicia la geaerdeigrafos con dos nodos
conectados.

5.3 CARACTERIZACION DE INSTANCIAS

Generalmente cuando se trabaja con instancias de grafosssa principal atencion
al nimero de nodos y el nUmero de aristas el grado minima)(G), el grado maximo
A(G)y el grado promedidk). Esto proporciona informacion acerca de la distribuciéh
grado, pero esta informacion no es suficiente; como digélderson, 2008], se pueden
tener grafos con la misma distribucion del grado pero diftr estructura, por lo que es
importante contar con funciones de caracterizacion qepeomita tener una idea de
como es la estructura del grafo que estamos estudialba®funciones de caracterizacion
usadas son las descritas en la Seccion 2.2.1.
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5.4 ELECCION DE ALGORITMOS

Los algoritmos seleccionados para estudiar el efecto detriactura de las instancias
en el desempefio algoritmico deben obtener buenas sodscjmara el problema que se
desea resolver. Ademas es deseable que formulen de ¢ifenanera la funcion objetivo
0 en gque generen de manera diferente las vecindades. Tagsimportante seleccionar
algoritmos que no tengan demasiados parametros a ajustastgn relacionados con el
funcionamiento del algoritmo o en su defecto seleccionaeklas en los cuales se provean
informacion suficiente acerca de los valores de parameto los cuales se ha observado
que los algoritmos tengan el mejor desempefi® importante en este punto es tener
cierta diversidad en cuanto a estrategias de solucionldomde observar el efecto de la
estructura de la instancia independientemente del lostspmencionados.

5.5 CARACTERIZACION DE DESEMPEIO ALGORITMICO

Cuando se evallua el desempefio de un algoritmo no se puiderealizar com-
paraciones con otros algoritmos que resuelven el mismdemabutilizando instancias
de prueba. Para realizar estas comparaciones se realizaarunumero de repeticiones
midiendo el tiempo de computo promedio, el nUmero dedieres promedio realizadas
por el algoritmo, la media y desviacion estandar de lascémhes obtenidas y la mejor
solucion obtenida; este gran numero de repeticiones leislal@ las caracteristicas del
equipo donde se realizan las experimentaciones y el angbilentlesarrollo tal como lo
discute McGeoch [2001].

Diversos investigadores se han dado a la tarea de geneasrgara el experimenta-
dor acerca de como presentar los resultados obtenidod@sarevallia el comportamiento
de algoritmos de manera que no se lleguen a malas internoretaale estas medidas, por
gué no usar ciertas medidas o qué tipo de media — aritenétigeométrica — utilizar
[Barr et al., 1995; Birattari y Dorigo, 2007; Fleming y Wallace, 1986].

En nuestro caso estas medidas de desempefio no son Utddsgrar el objetivo
perseguido en este trabajo: la medida de desempefio queese widizar no debe verse
afectada por el equipo en el cual se ejecutan los algoritmpsrrel lenguaje de progra-
macion utilizado. Estos dos aspectos impactan en mea@isisriacionadas con el tiempo

'En caso de tener un algoritmo que tenga como entrada varniasmptos y no se tenga informacion
acerca de los valores con los cuales ha tenido buen desengmeiebera hacer un estudio orientado al
ajuste de parametros.
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de computo. Si bien el tiempo de computo indica la velatida convergencia a una so-
lucion, no indica como fue esa convergencia. Por otro,latldesempeiio del algoritmo
también se ve afectado por factores coméolanulacbn de la funadn objetivoy la ge-
neracion devecindadesEstas soluciones obtenidas al final de la ejecucion sidigan
para medir la robustez del algoritmo, no indican como fudeslempefio del algoritmo
durante la ejecucion [Bast al.,, 1995].

Como se discutio en la Seccidn 4.5, para estudiar el etéxta estructura de una
instancia es necesario usar una medida que permita absiraerse llego a una solucion.
Recordemos que el objetivo principal de este trabajo esrditar propiedades estructu-
rales en instancias de grafos que influyen en la complejidadgblucion de la instancia.

En primer lugar se desea identificar estructuras de grafed@scuales la comple-
jidad de solucion es mayor. Para ello es importante gengtancias del mismo tamafo
gue posean diferente estructura, tal como se discutibseBdaciones 4.2 y 5.2. Ademas
es importante fijar parametos de manera que sea posiblevabskefecto de la estructura
de la instancia en la manera en que el valor objetivo disngirugiumenta segun sea el
caso.
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Figura 5.1: Comportamiento de un algoritmo que resuelve un problemaioco
instancias de igual tamafio pero diferente estructura.

Se desea determinar si una estructura de grafo influye deransinglar indepen-
dientemente de la formulacion de la funcion objetivo yegarion de vecindades por ello
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es necesario trabajar con diferentes algoritmos. Con estesderaciones lo que se busca
es aislar el efecto que la estructura tuviese en el desempefia Figura 5.1 se muestra
el comportamiento de un algoritmo configurado con los mispanédmetros para resolver
un problema para instancias de igual tamaio pero difeesttactura. Las soluciones fi-
nales pueden ser distintas o similares, pero el como sedlegas soluciones es diferente.
Para lograr identificar efectos de la estructura se propbtemer medidas de desempefio
caracterizando gderfil de desemm, compuesto por el valor de la funcibn objetivo en
cada iteracion del algoritmo.

Al momento de estar trabajando con algunas instancias @édanulos algoritmos
seleccionados para obtener el valor de la funcion objetivewada iteracion, se consi-
der6 hacer una regresion cuadratica con los valoresiolote en cada ejecucion del al-
goritmo, como se muestra en la Figura 5.2, como puede oliserahhacer el ajuste a
una funcion cuadratica se pierde informacion, por ejenge las veces que el algoritmo
obtuvo la misma solucion durante varias iteraciones.
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Figura 5.2: Caracterizacién del perfil de desempefio mediante régresiadréati-
ca.
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En segundo lugar se considero utilizar el promedio dpdaslientesen el perfil de
desempenio; sin embargo se puede tener dos perfiles de dfseoyya convergencia es
totalmente distinta y alin asi el calculo de la pendienbenedio arroja el mismo valor,
como se observa en la Figura 5.3. Ante este caso se consitbegar un coeficiente de
ponderacdn A a las pendientes de tal manera qu&era disminuyendo a medida que
cambios en la pendiente fueran ocurriendo. El principadimeniente de esto es determi-
nar el valor de decremento deante la incertidumbre de cuantos cambios de pendiente en
el perfil de desempefio se pueden tener. En los perfilesaitlestren la Figura 5.3 ambos

tienen tres cambios de pendiente que equivalen a tres seapgrEnrecta; en la Tabla 5.1
se listan las pendientes de cada segmento segln el ordenutecncia.
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Figura 5.3: Dos perfiles de desempeiio diferentes pero con el mismortorjle
pendientes.

Tabla 5.1: Pendientes de los perfiles mostrados en la Figura 5.3.

Perfil superior Perfil inferior
Segmento| Pendiente| Segmento| Pendiente
1 -1/12 1 -5/3
2 -2/3 2 -2/3
3 -5/3 3 -1/12

2Las pendientes en el perfiles de desempefio son las diferiectimaciones que se presentaron en el
perfil de desempefio. Interpretada geométricamente ndigrte es la razon de cambio en el valor de la
funcion objetivo al ir iterando el algoritmo, es deseahle gara problemas de minimizacion la pendiente

sea negativa y para problemas de maximizacion la pendieatpositiva.
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La caracterizacion del perfil de desempefio se realizasdoe area bajo cada uno
de losm segmentos de recta que forma el perfil de desempeio; etdetad bajo el
perfil de desempefio se calcula mediante la regla de Simpsoia como limite inferior
y superior los puntos donde la pendiente cambia:

m b m a
A:Z/ fr(z Zbk [fk ak)+fk( k;—bk) "‘f(bk)]- (5.1)
k=1" %% k=

1

Ante la posibilidad de tener dos perfiles de desempefoetifes con la misma
area, se realiza urmagresbn cuadatica y exponencigbara comparar entre perfiles los
coeficientes de la ecuacion cuadratica y también el depfeey exponente de la ecuacion
exponencial. Sin embargo estas diferencias son tan pasgugi®e carecen de significan-
cia estadistica. En la Tabla 5.2 se muestran las medidasdeetfiles de la Figura 5.3:
promedio, promedio ponderado y el area bajo el perfil derdpséo.

Tabla 5.2: Medidas de desempeiio para los perfiles de la Figura 5.3.

Medida Perfil 1 Perfil 2
Pendiente promedio -0.85 -0.85
Pendiente ponderada= 0.33 -1.07 2.1
Pendiente ponderada= 0.2 -1.62 -2.25
Pendiente ponderada= 0.1 -2.07 -2.33
Pendiente ponderada= 0.02 -0.77 -0.8
Area bajo perfil 46.5 136.5

Los datos necesarios para caracterizar el desempeftiaigorson el vector con
los valoresX de la funcién objetivo en cada iteracion de los algoritosedos y el nUmero
total de iteracioneser _totales . El procedimiento para obtener el area bajo el perfil
de desempefio se muestra en el Algoritmo 5.1. Esta medidiematcularse igual en
linea como fuera de linea con complejidad asintoti¢a:), dondem es la cantidad de
segmentos como en la Ecuacion 5.1.

La idea de caracterizar el perfil de desempefio medianteealdebajo del perfil,
pudiera asociarse al area bajo la curva R@Ccual se emplea como un indice de la

3Una curva ROC — Caracteristica Operativa del Receptom(@es:Receiver Operating Characteris-
tic) — es una representacion densibilidadfrente a laespecificidagara un sistema clasificador binario
(positivo vs. negativo) segin la variacion el umbral deediminacion. La sensibilidad es la probabilidad de



CAPITULO 5. SOLUCION PROPUESTA 73

Algoritmo 5.1: Area bajo el perfil de desempefio.
Entrada: Un vectorX de tamafiaer _totales
Salida: El area bajo el perfil de desempeiio

Inicio
aux < 0.0;
area _total < 0.0;
lim _inf < lim _sup < 0;
Desdei < 1 hastatotal _iter —1 hacer
pendiente <« (X[i +1] — X[i ])/(i +1—i);
Siaux # pendiente entonces
lim sup <i;
const < (pendiente x—i ) + X|i];
area total <—area total  + ((lim _sup—lim _inf )/6) x
(pendiente  x lim _inf + const ) +
4 % ((pendiente *(lim _inf —lim _sup)/2)-+const ) +
(pendiente  xlim _sup +const );
Fin si
lim _inf <—Ilim _sup;
aux <— pendiente ;
Fin desde
Devuelvearea _total ;
Fin

exactitud de un sistema clasificador binario [Mason y Gragh2002]. Sin embargo el

area debajo del perfil de desempefio, no se ve como una fiddadpsi no como una

cantidad que denota que tan dificil fue para un algoritnsolker el problema con una
instancia determinada. En el caso de problemas de minifdizaanayor area mas dificil
fue resolver la instancia del problema, a menor area atkftie resolver la instancia del
problema; en el caso de problemas de maximizacion, a naagarmas facil fue resolver
la instancia del problema, a menor area mas dificil fgelker la instancia del problema.

5.6 DISENO EXPERIMENTAL

Contando con las propiedades estructurales y los indieadie desempenio, es
importante determinar si la estructura de la instanciaetiem efecto significativo en el
desempenio algoritmico, determinar cuales propiedestescturales son las que influyen
de manera importante y poder establecer relaciones ema® s variables de estudio.

clasificar correctamente a un individuo cuya clase real ss#iya y la especificidad es la probabilidad de
clasificar correctamente a un individuo cuya clase real egativa [Zouet al., 2007].
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El disefio experimental debera proporcionar informacié como diversos factores prin-
cipalmente la estructura de la instancia afectan la condpléde solucion independiente-
mente de los parametros del problema y particularidadesgt&itmo.

Una vez elegido el disefio experimental, es importantézardbs datos que se ge-
neran a partir de la caracterizacion de instancias y des@orgdgoritmico para determinar
el tipo de pruebas estadisticas a utilizar ya sean pari@ab no paramétricas. Debido
a la gran cantidad de datos que se generan, es importantearanda utilizacion de
técnicas multivariadas tanto para reducir de dimensidadlde las variables si es requeri-
do, asi como para explicar las relaciones existentes pripgedades estructurales de las
instancias y desempefio algoritmico.



CAPITULO 6

CASO DE ESTUDIO

La mejor estructura no garantizar
los resultados ni el rendimiento.
Pero la estructura equivocada

es una garatia de fracaso.

- Peter Drucker.

En esta capitulo se evalGa tanto la medida de desempgfidtalico propuesta co-
mo la aplicacion de la metodologia en un caso de estudjgreéSentan resultados de como
la medida de desempefio sirve para identificar estructergsafios que tienen mayor im-
pacto en el desempefio algoritmico.

En la Seccion 6.1 se presenta el problema seleccionadcaphcar el marco de
trabajo propuesta en el capitulo anterior, asi como laisaede desempefio propuesta.
Primeramente se describe el problema a estudiar. En lad®e8@ se presenta informa-
cion acerca del tamafio y orden de las instancias de grafesgdas y en la Seccion 6.3 se
describe su caracterizacion. En la Seccion 6.4 se deschils algoritmos seleccionados
para el estudio y las razones por las cuales se selecciorfsdiemas se describe como
se efectuaron las experimentaciones y como se obtuviasomedidas de caracteriza-
cion del desempefio algoritmico. Finalmente en la $&08i6 se presentan los resultados
obtenidos al caracterizar el perfil de desempefio con ladaguopuesta

6.1 ELECCION DEL PROBLEMA: COLOREO DE GRAFOS

Formalmente el problema de coloreo de grafos se plantea slgueente manera:
dado un graf@ = (g, Eg) y un enterat > 1, unk-coloreo dej es una funcion

c: Vg —=A{1,... k} | c(u) # c(v), (v,u) € Vg. (6.1)

75
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Los nodos con coloi(1 < i < k) definen unalase de colorSi dos nodos adyacentes
tienen el mismo color se dice que se tienecanflicta Un k-coloreo sin conflictos se dice
gue edegal, ejemplos de coloreos legales se ilustran en la Figura 6.1.

(a) Un 5-coloreo legal. (b) Un 4-coloreo legal.

e

(c) Un 3-coloreo legal.

Figura 6.1: Diferentes coloreos legales para un grafo ¢amodos yl15 aristas.

Al nimero minimo de colores con el que se puede colorearafo gin tener conflic-
tos se denota comg(G) el nUimero cronaticoded; un ejemplo es presentado en la Figura
6.1(c). Este problema es aplicado a la asignacion de radiséncias [Marx, 2004] y a la
de calendarizacion y asignacion de actividades [Tri€k, Q2. Es importante sefialar que
cada clase de color es un conjunto independiatgenodos, por lo que urfacoloracion
es lo mismo que una particion del conjunto de nodos eonjuntos independientes y los
terminosk-particion de conjuntos independientefs-goloreo tienen el mismo significado.

6.2 GENERACION DE INSTANCIAS

En una primera etapa se generaron instancias de grafos de ynaith densidad,
den(G) € {0.2,0.4,0.6,0.8}; todos estos valores se consideran altos dado que las redes
del mundo real tienen densidades menor@9@)1 [Newman, 2003]. Informacion acerca

1Un conjunto independiente es un conjunto de nodos en un @iajoe ninguno es adyacente a otro.
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del nUmero de nodos y densidades de las instancias gesaranldos modelos de ER,
BA, KL, RGG y WS se muestra en la Tabla 6.1. La cantidad deaarigtiede calcularse
de la siguiente manergn - (n — 1)/2) - den(G). Por cada modelo para cada nUmero de
nodos y densidades se generasornnstancias, dando un total de&300 instancias de alta
densidad.

Tabla 6.1: Informacion acerca de los grafos con alta densidad.

n | den(G) | n | deng n den(G)
0.2 0.2 0.2
0.4 0.4 0.4

04 =561 2% o5 1 M0 o5
0.8 0.8 0.8

También se generard instancias de grafos con un mayor numero de nodos y de
baja densidad por cada uno de los modelos de ER, BA, KL, RGG y Wi®ando en
cuenta los parametros que necesitan cada uno de los mgdekisicciones que imponen
cada uno de ellos al momento de generar grafos con el misren gitdmarno, se buscaron
aguellos parametros de generacion que permitieran gemgafos con la mas baja den-
sidad posible, ya que como se mencion6 anteriomente la dmlenundo real tienden a
tener densidades muy bajas [Albert, 2001; Newman, 200f8jrriracion referente a estas
instancias se presenta en la Tabla 6.2; en total fueron assr,050 instancias de baja
densidad.

Tabla 6.2: Informacién acerca de los grafos con baja densidad.

n den(G) n den(G)
100 | ~0.059 | 2,500 | 0.002
400 0.015 | 3,600 | 0.001
900 0.007 | 4,900 | ~ 0.001

1,600 | 0.004

6.3 CARACTERIZACION DE INSTANCIAS

Se utilizaron funciones de caracterizacion de redes cgjagppara obtener medidas
de propiedades estructurales de las instancias genedadates de estas funciones fueron
descritas en la Seccion 2.2.1. Fueron implementadas gudgnJava [Goslingt al,
2005].

Ademas del nUmero de nodos y de aristas de los grafos, ios eabados fueron el
grado promedio y la desviacion estandar de los gradoa.ddaéener informacion adecuada
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acerca de la distribucion del grado, se obtuvieron medidedisticas como la curtosis,
asimetria, varianza, coeficiente de variacion, valoxima, valor minimo y rango [Ross,
2009].

Se calcularon funciones de caracterizacion que provdermiacion global de los
grafos, como coeficiente de agrupamiento, coeficiente gedin del grado, longitud de
ruta mas corta, diametro, radio, eficiencia local y glokatas funciones son promedios
sobre informacion local por lo cual también se calculdemnmedidas estadisticas antes
mencionadas para la distribucion del grado para cada ulaa fienciones globales. Todas
estas funciones proporcionan informacion cuantitativ@permite buscar un patrén en la
estructura que impacte en el desempefio algoritmico.

6.4 BELECCION DE ALGORITMOS Y CARACTERIZACION DE
DESEMPENO

Se tomaron algoritmos del estado del arte para la solugbprdblema dé-coloreo
[Blochliger y Zufferey, 2008]. Estos algoritmos formulda diferente manera la funcion
objetivo y la vecindad de soluciones, lo cual permite indejentemente de estos dos
aspectos observar la influencia de la estructura de la riatan el espacio de soluciones
generado. Ademas que proporcionan valores de paranpebop®s de los algoritmos con
los cuales se obtuvieron mejores resultados. El codigosieuatro algoritmos esta dispo-
nible enhttp://www.bloechligair.ch/science/ . Otro punto mas por el cual
se seleccionaron estos algoritmos es que permiten varg@araimetro del problema, es
decir, la cantidad de colordscon la cual se desea colorear el grafo. A continuacion se
describen brevemente los algoritmos seleccionados:

TabuCol En este algoritmo, una solucion consistekeronjuntosCy, Cs ..., Cy. Siv €
C; entoncesv tiene asignado el colar. La solucion inicial es generada con un
algoritmo voraz donde cada nodae asigna &’; dondei es el menor valor posible
sin crear un conflicto. Si esto es imposible, se selecci@ma@iamente un conjunto
C'. La funcion objetivo es minimizar el nUmero de aristas@mfiicto. Una solucion
vecina se obtiene cambiando el color de uno de los nodos ttoduice el conflicto.
La tenencia tabl se calcula commiForm(0,9) + a * Ncv(s) dondea la fijan en
0.6 y Ncv(s) representa el nUmero de nodos que estan en conflicto, pprelda
tenencia tabU edinamica[Blochliger y Zufferey, 2008].
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Reac-TabuCol La funcion objetivo, la solucion inicial y la obtencior das soluciones
vecinas se definen igual que en el algoritmo TabuCol. Lo quézaes la mane-
ra que se calcula la tenencia tabl; es ajustada de meramtavadependiendo del
valor de la funcién objetivo. Si la funcion objetivo fluet mucho, la tenencia dismi-
nuye lentamente; en caso contrario, la tenencia se inctam@unando la tenencia
tabl es muy pequefia y la bsqueda local actia como uneédss acelerado”; por
otra parte cuando la tenencia tabl es grande la busquetilessifica. Blochliger
y Zufferey [2008] ofrecen detalles acerca de como medirdetdlacion del valor
objetivo.

PartialCol En este algoritmo una solucion consiste feconjuntos disjuntos estables
(no contienen nodos adyacentés) ... S, y un conjuntoO = Vg \ Ule S;. Si
v € S;, entonce® tiene asignado el colar Siv € O, entonce® no esta coloreado.
Blochliger y Zufferey [2008] discuten como el espacio diision inducido por esta
solucion y la obtenida mediante el algoritmo TabuCol esrdifte. Para generar la
solucion inicial usan un algoritmo voraz: cada nadse asigna &; donde: es el
menor valor posible de manera gtigpermanezca estable. Si esto no es posible, se
asigna al conjunt®. La funcién objetivo es minimizar la cantidad de nodos en el
conjuntoO. Una solucion vecina se obtiene coloreando un nodoO con el color
¢, por lo que es posible gue no sea estable. Si esto ocurre los nodos adyacentes a
u Se remueven dg, de manera que se vuelta estable. La tenencia tabl es dmami
y se calcula de la misma manera que en TabuCol.

React-PartialCol La funcién objetivo, la solucion inicial y la obtencioe ths soluciones
vecinas se definen igual que en el algoritmo PartialCol; B@ambia es la manera
gue se calcula la tenencia tabl. La tenencia tabl es dfugi&a maneraeactiva
como se describe en Reac-TabuCol.

Para cada instancia se ejecutaron los cuatro algoritmosareces para cada valor
k elegido. Esta cantidad de veces asegura contar con la @drd@&muestras suficiente
para que el experimento tenga potencia alta, es decir, qeipetimento pueda detectar
diferencias pequefias entre las medias que se estarami@rdp. En cada ejecucion se
obtuvieron los perfiles de desempefio (el valor de la funoidjetivo en cada iteracion
del algoritmo). La caracterizacion se realizo fuera whed, es decir, al terminar cada
ejecucion.

La informacion obtenida en cada ejecucion fueron: eh &@o el perfil de desem-
pefno, pendiente promedio del perfil, asi como la pendipntenedio ponderada con
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A = 0.02, resultados de regresiones cuadraticas y exponencésespara fines de eva-
luacion de la medida de desempefio propuesta. Ademadipesade evaluacion y com-
paracion se obtuvo informacion acerca del nUmero dedtenes, solucion final de cada
ejecucion, distancias entre soluciones e informaci@ncacdel espacio de soluciones ob-
tenida con las medidas descritas en la Seccion 2.6.2. &eegiaron los resultados de las
treinta ejecuciones.

Se observo el desempefio de los algoritmos para difereatametros del problema,
k. El rango de valores patafue determinado considerando cotas inferiores y supeariore
para el nimero cromaticp(G). Para obtener cotas inferiores se calculd a través de CLI-
QUER [Niskanen yOstergard, 2003] los tamafios de clique; para las cotasrisugs se
ejecuto el algoritmo DSATUR [Brélaz, 1979] de manera qaienen los mejores valores
de x(G) conocidos para los grafos generados.

6.5 DISENO EXPERIMENTAL

Una vez caracterizadas las instancias mediante las pegf@sdestructurales y el
desempenio algoritmico, se procede a establecer retecentre estos dos aspectos. Pri-
meramente se clasifican los grafos en clases de acuerdo sopisdades estructurales
y se comparan las clases resultantes con los modelos deagémeempleados con el
objetivo de confirmar que cada modelo genero grafos difesean términos estructurales.

Una vez confirmado esto, el disefio experimental se enfoaetmminar cual o
cuales propiedades estructurales afectan significatimteel desempefio algoritmico. Pri-
mero, se examina si existen diferencias estadisticas kninedida de desempefio sobre
diferentes estructuras de instancias. Esto se logra astrd® pruebas ANOVA [Miller,
1997], siempre controlando el tamafio y orden del grafopDes se utilizan pruebas de
Tukey [1991] para identificar qué clases de grafos tienedasempefio algoritmico si-
milar y cuales difieren, identificando también para quses de grafos fué mas facil o
mas dificil resolver el problema. Los resultados obtesidon las pruebas de Tukey se
verifican con un algoritmo de agrupamiento, el cual ayudaeatificar que propiedades
estructurales difieren entre las instancias facilesigitgt. Por Gltimo se utilizan modelos
de regresion para establecer relaciones entre propisdatieicturales y la dificultad de
solucion.
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6.6 RESULTADOS

En esta seccion se presentan los resultados obtenidosaater&zar el perfil de
desempenio con la medida propuestarea bajo el perfil de desemipe— sobre los dos
conjuntos de instancias generadas. Se reportan resufiadgeupos: primero para grafos
con alta densidad y después para grafos con baja densidaainBos casos podemos
formular la siguiente hipotesika estructura de grafos de igual tanfep y orden impacta
en el desempg® algoritmico. Se presentan resultados en forma grafica para una mejor
interpretacion.

6.6.1 GRAFOS CON DENSIDADES ALTAS

El primer paso es confirmar que cada modelo gener6 grafesedies en términos
estructurales. Es importante mencionar que se esperabdagjgeafos generados con el
modelo WS tuvieran caracteristicas similares los gemsradn los modelos KL o RGG ya
gue estos modelos generan grafos con un alto coeficienteaigaagiento. Sin embargo,
al confirmar esto mediante algoritmos de agrupacion, serebgjue practicamente los
grafos WS eran similares a los generados por el modelo ERseshuestra en la Figura
6.2. Al realizar una revision de los parametros usadod emdelo WS, se detectd que
el parametro de la probabilidad de reconexion era un valoy alto lo que hace que la
estructura de pequefio mundo se pierda. Esto fue ajustadaypaerar grafos WS con
baja densidad dentro de la region de pequefio mundo.
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Figura 6.2: Confirmacion de diferencias estructurales dependientimddelo
de generacibn para grafos abhnodos y densidadl2. Generar estas proyeccio-

nes con los demas grafos descritos en la Tabla 6.1 da comtagkss el mismo
comportamiento.
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Por cada instancia de los modelos se ejed0tgeces cada algoritmoy se trabajo con
el promedio de la medida de desempefio propuesta; en laaFégdise muestran los resul-
tados obtenidos para grafos de alta densidadd¢arodos.

%

e

Modelos

ParticalCol

0

React—ParticalCol

0.6 0.8
02 04
“~ Densidad

0.6
0.4
02 pensidad

Colores

Modelos CWS 0

Coloress

TabuCol

06 08
0.2 4
"~ Densidad

React—TabuCol

3
PR

Modelos CWS

0.6
0.4
02 pensidad

Figura 6.3: Area bajo el perfil de desempefio para grafos @bnodos de me-
diana y alta densidad. En el ejese representa los grafos generados con cierto
modelo, en el ejg se representan las diferentes densidades de los grafaagene
dos, en el eje representa el niimero de colores con los cuales fuerornezmlos

los grafos. En cada coordendday, =) se dibuja un punto cuyo diametro es pro-
porcional al area promediada sobre las instancias geseamh el modele de

densidad, y coloreadas coh = .

Si se pone atencion a las filas (ejg que representan cada uno de los modelos,

puede observarse que la medida de desempefio refleja el @éttamano de la instancia,
es decir, la densidad (ej¢ afecta la convergencia de los algoritmos. Como sefialdetMu
et al. [2002], conforme cambia la densidad se necesitan masesoioel diametro del

punto que representa el area aumenta.

En la Figura 6.3 también puede observarse que la medidasgengefio refleja el

efecto del parametro del problema (ejea mayor niumero de colores es mas facil colo-
rear el grafo y los algoritmos tienen una rapida convengeiicsto es estudiado por Flum
y Grohe [2006]: conforme el parametro del problema aumehtdiametro del punto que
representa el area disminuye, por eso la forma de gota quiesseva en la grafica. Es in-
teresante observar que cada modelo de generacion tiene gfmilar sobre el desempefio
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algoritmico de los cuatro algoritmos usados para el estlmlicual indica que la estruc-
tura del grafo afecta la dificultad de solucion indepenidigrente de las formulaciones
de la funcién objetivo y la manera en la cual se definen lagdades en el espacio de
soluciones.

Las conclusiones iniciales para este primer conjunto damegs son las siguientes:
los grafos generados con el modelo BA y ER resultan mastade resolver que los ge-
nerados con el modelo KL y el modelo RGG. Debido a que la piibdat de reconexion
usada en el modelo WS fue muy alta, se tienen grafos con lasasisaracteristicas es-
tructurales de los grafos generados con el modelo ER pomlcetdesempeiio algoritmo
fue similar para estas dos familias de grafos. Es importaeiialar dos aspectos: el prime-
ro es que este error al momento de fijar el parametro perofitiervar que efectivamente
la medida captura el efecto de la estructura en el desengbgdidtmico y el otro aspecto
es resaltar que la seleccion del modelo de generacionanpdij si solo las propiedades
estructurales, si no también los valores de los parameimpleados para la generacion
afectan la estructura del grafo.
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Figura 6.4: Area bajo el perfil de desempefio en escala logaritmicagrafas
con64 nodos y densidad des.

En la Figura 6.4 se muestra los resultados obtenidos debaije el pefil de desem-
pefo para grafos cofy nodos y densidad dé&g, el ejey esta en escala logaritmica y
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representa el area promedio, en el ejse representa el parametralel problema. Se
puede observar que el comportamiento de los algoritmos gri@gergencia hacia una so-
lucion es similar; esto se debe a gaedensidad es muy alta lo que provoca que los
modelos generen grafos casi completos, por lo cual diféasnestructurales se pierden
para grafos de muy alta densidad independientemente de¢lmadado para generar-
los. Por ellose concluye que trabajar con grafos de muy alta densidad nogarciona
informacion Util acerca de la dificultad de las instancias

6.6.2 GRAFOS CON DENSIDADES BAJAS

Para grafos con baja densidad, el efecto de la estructurbdasempeino es mas
evidente; esto es ilustrado en la Figura 6.5. Sin embargefeeto del parametré del
problema de coloreo es dominante y no es trivial determinarmgodelo de generacion
provee las instancias mas faciles o mas dificiles arpgshparametrd: que dicta la
complejidad del problema de coloreo, también en la Figusdnéy que considerar que se
esta graficando el area bajo el perfil de desempefio — pliadedobre las instancias y
las ejecuciones de los algoritmos — para grafos de difer@naten, siendo el orden del
grafo otro factor dominante.

En un analisis mas detallado — para grafos con determioedtn yk = 3 — se
observa que en general los modelos BAy ER producen grafaajaeénsidad mas faciles
de colorear; esto se observa en la Figura 6.6. Particulaengicrementak es menos
beneficioso para los grafos BA que para los otros: su difidulim se decrementa tan
rapido como otros modelos, inclusive para grafos BA conandgnsidad. Los modelos
RGG, KL y WS tienden a ser mas dificiles de resolver paravédsresk: empleados en
este estudio.

Los cuatro algoritmos reaccionan de manera diferente amtaimbios en el parame-
tro k: PartialCol y React-PartialCol tienen un comportamienteniras que los algorit-
mos TabuCol y React-Tabucol presentan otros, por ejemplubserva que para estos
dos ultimos algoritmos es mas facil resolver las ins&@sigeneradas con el modelo ER,
asi también las instancias KL son aln mas dificilesedelrer por los algoritmos TabuCol
y React-Tabucol.
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Figura 6.5: Area bajo el perfil de desempefio para grafos gem(G) < 0.06.
En el ejex se representa los grafos generados con cierto modelo, ¢ggneke
representan diferentes ordenes de grafos, en el gpresenta los colores con
los cuales fueron coloreados los grafos, en cada coordénagla) se grafica un
punto cuyo diametro es logaritmicamente proporcionated promediada sobre
las instancias generadas con el modefte densidag y coloreadas coh = z.
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6.6.3 RESULTADOS ESTAOSTICOS

Para confirmar las conclusiones obtenidas a través désisn@alizado sobre las
graficas obtenidas para la medida de desempefio propsestalizaron pruebas estadisti-
cas en los datos obtenidos. Usamos el modelo de los efectos:

Yij = B+ Ti + €, (6.2)

donde; identifica la instancia y el modelo con la cual fue generadg, es el area bajo
el perfil de desempefip, es el promedio globat; es el efecto de la estructura del grafo
— identificado por cada modelo de generacion ;s un error aleatorio; se realizaron
N = 30 réplicas por observacion. Se estudia la hipotesis qudeeto de la estructura
del grafo es nula, es decir, que el desempefio algoritme&sefigual para todos los grafos
independientemente del modelo de generacion usado. &gytao rechar la hipbtesis se
realizd una prueba ANOVA por cada algoritmo;

H: n=n=---=1,=0,

(6.3)
H,: almenos una; # 0,

dondea = 5. El criterio de rechazo se fijo comi, > F, ,_1 nv—4, CON un nivel de
significancia dex = 0.05 y una potencia dé.916.

GRAFOS CON DENSIDADES ALTAS

El analisis de la varianza fue llevado a cabo para todasstaricias de alta densidad
— para informacion de orden y tamafo de los grafos ver Taldla— usando valores de
k que caen dentro del régimen dificil del problema. Paraadoritmo se tiene que
Fb.05,4,25 = 2.76, con criterio de rechazé, > £} 05,4, 25, la hipotesis nula (el efecto del
modelo de generacion no introduce variabilidad, veas@€&obn 6.3) es rechazada y la
hipotesis alternativa (al menos un modelo de generacagrafos introduce variabilidad
en la variable respuesta) es aceptada. Esto permite cogetihay un efecto significativo
en el desempefio algoritmico causado por la estructuesidstncia, independientemente
del algoritmo utilizado en el experimento.

Sin embargo, en la Tabla 6.3, puede observarse que cuanémdaldd se incre-
menta, los valores del estadistiEp se decrementan, indicando que las diferencias en el
comportamiento del algoritmo es menos evidente. Esto edaalyue los grafos con al-
ta densidad comparten propiedades estructurales sispareser casi completos, lo que
hace que independientemente del modelo usado para gevgegaafos estos sean simila-
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res y por tanto el efecto de la estructura de las instancigsieden ser diferenciadas, tal
como se discutid anteriormente al describir la Figura 6.4.

Tabla 6.3: Resultados de las pruebas ANOVA para las instancias desgcafo
64 nodos, se sefiala la densidad y el nimero de colores ergteadG), k).

. (0.2,3)| (0.4,5)| (0.6,8)| (0.8, 15)
Algoritmo I I Py i
PartialCol 485.40 | 434.60 | 154.70 114.12
React-PartialCol 647.40 | 554.60 | 161.80 136.91
TabuCol 406.70 | 214.30 | 178.40 133.60
React-TabuCol | 392.40 | 179.30 | 151.18 137.00

GRAFOS CON DENSIADADES BAJAS

El analisis de la varianza para los grafos de baja densidadfermacion de los
grafos en la Tabla 6.2 — coloreados cbn= 3 colores, los resultados se muestran en
la Tabla 6.4. Para cada algoritmo ejecutado sobre el canfilsmgrafos de baja densidad
se tiene qué 5,425 = 2.76, con criterio de rechazé, > Fjos,4,25, la hipotesis nula
(el efecto del modelo de generacion no introduce variddoilj veasé Ecuacion 6.3) es
rechazada y la hipotesis alternativa (al menos un modejeneracion de grafos introduce
variabilidad en la variable respuesta) es aceptada. Lo gurifg concluir nuevamente
gue hay un efecto significativo en el desempefio algorgmézisado por la estructura de
la instancia, independientemente del algoritmo utilizad@! experimento.

Tabla 6.4: Resultados de las pruebas ANOVA para las instancias desgcafo
baja densidad.

Algoritmo 100 | 400 | 900 | 1,600 | 2,500 | 3,600 | 4,900
I I I I I Fy Fy
PartialCol 1,340 | 1,645 | 1,412 | 1,386 | 1,919 | 2,511 | 1,517
React-PartialCol 1,146 | 1,876 | 2,355 | 1,641 | 3,872 | 3,378 | 3,246
TabuCol 1,307 | 3,213 | 4,088 | 4,891 | 18,524 | 44,902 | 26,815
React-TabuCol | 1,647 | 2,912 | 5,671 | 7,700 | 30,263 | 76,313 | 31,356

Para validar estas conclusiones se verificaron que se @naplios supuestos de
normalidad a través de las graficas de los residualestaesial NID(0, 0?) y sin patro-
nes, como es requerido para que el analisis de la varianazgfido; un ejemplo de estas
graficas se muestra en la Figura 6.7; es importante safisgrara cada uno de los resul-
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tados de las pruebas ANOVA se obtuvieron graficas de rdsislgamilares sin patrones y
normalmente distribuidos.
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Figura 6.7: Graficas de los residuales para comprobar los supuestas el
dad para validar el anélisis de la varianza.

Para los cuatro algoritmos, se encontrdo — a través de tastaglos de la prueba
ANOVA y pruebas de Tukey — que las instancias de grafosi€on 400 y 900 nodos
generadas con los modelos KL, WS, y RGG son mas dificileesl@ver que aquellos
generados con los modelos BA y ER; para mayor claridad obdasiguras 6.6, 6.8y
6.9.

Cuando se comienza a incrementar el orden de los grafossevales las instancias
con 1,600, 2,500, 3,600 y 4,900 nodos (Figuras 6.10, 6.11, 6.12 y 6.13) que los grafos
generados con el modelo RGG paulatinamente son facilessaéver, conservandose el
mismo comportamiento para las demas instancias, es tecimodelos KL y WS son
mas dificiles de resolver que aquellos generados con daelns BA y ER.
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Figura 6.8: Area bajo el perfil de desempefio para los cuatro algoritraos p
grafos conl00 vértices con densidatén(G) = 0.015 sobre30 réplicas. En el eje
x representa los grafos generados con diferentes modelasgenefepresenta el
area bajo el perfil de desempefio.
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Figura 6.10: Area bajo el perfil de desempefio para los cuatro algoritracs p
grafos conl600 vértices con densidaten(G) = 0.004 sobre30 réplicas. En el
ejex representa los grafos generados con diferentes model@geyalepresenta

el area bajo el perfil de desempefio.
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Figura 6.11: Area bajo el perfil de desempeiio para los cuatro algoritracs p
grafos cor2500 vértices con densidaten(G) = 0.002 sobre30 réplicas. En el
ejex representa los grafos generados con diferentes model@ggyaiepresenta
el area bajo el perfil de desempefio.
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grafos corB600 vértices con densidaten(G) = 0.001 sobre30 réplicas. En el
ejex representa los grafos generados con diferentes model@geyalepresenta
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6.6.4 Q. ASIFICACION DE INSTANCIAS

Ahora lo importante es determinar qué propiedades eatales permiten diferen-
ciar entre instancias faciles y dificiles de resolverbide a que se controlo el tamafio y
orden de las instancias generadas, medidas estructurafgescomo la densidaten(G)
y grado promedigk) son necesariamente similares independientemente dellondele
generacion de instancias usado.

Para identificar aquellas propiedades estructurales gueitpa diferenciar entre
instancias faciles y dificiles, se utilizé un algoritrde agrupamiento llamado Xmeans
[Pelleg y Moore, 2000], el cual esta implementado en Welall[et al,, 2009]. El agru-
pamiento se realizb usando los datos obtenidos en la eaeaation de instancias, los
cuales fueron descritos en la Seccion 6.2; para cada oiats@ obtiene un vector con las
propiedades estructurales.

Lo primero que se corrobor6 fue que los grafos, agrupadacderdo a sus pro-
piedades, lo hacen de acuerdo al modelo con el cual se gemgraxdemas se estuvo
identificando qué propiedades — obsérvese con atengibigura 6.14(b) — hacen que
las instancias de grafos dificiles de resolver estén separadas que las instancias de
grafos que resultaron faciles de resolver. Esto se canpalia todos los grafos — los de
baja densidad y los de alta densidad — cuando se utilizadastias propiedades estruc-
turales, a excepcion de la densidad, tamafo y orden, loseuexplica al inicio de esta
subseccion. En la Figura 6.14 se muestra dos proyeccieestals grupos como ejemplo;
Weka genera una matriz de proyecciones para cada par degadess de las instancias e
identifica mediante colores en qué grupo quedo cada iriatanc

Con el analisis por agrupamiento, también se pudo aprecida Figura 6.14(b)
cuales propiedades estructurales permiten distingtrie @rstancias que resultaron faciles
y dificiles de resolver. En la Subseccion 6.6.3 se corictjue las instancias generadas con
los modelos RGG y WS son dificiles de resolver; estas instaitienen un alto valor en
el coeficiente de agrupamiento. Se puede observar en laaFegld(b) que se separan de
las demas instancias generadas con los modelos BA, ER, Jathbién se concluy6 que
las instancias que fueron faciles de resolver fueron lagmelas con los modelos BA 'y
ER, como se puede observar nuevamente en la Figura 6.lid(t®ntvalores pequefios de
coeficiente de agrupamiento del grafo aunque con una ddier@nportante en cuanto a
la desviacion estandar de la distribucion del grado dsrgrafos generados con el modelo
BA la desviacion estandar de la distribucion del graégmde a ser mayor; esto por la
presencia de pocos nodos con un alto grado y muchos nodoshagrado pequeio. Se
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puede distinguir como los grafos dificiles se ubican erakagpsuperior de la grafica y las
instancias faciles en la parte inferior.

T T o T T
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3 RGG 3 RGG
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(a) No se pueden identificar grupos de grafos por (b) Por cada modelo de generacion usado se
cada modelo de generacion usado. identifica un grupo.

Figura 6.14: Resultados del agrupamiento realizado con Xmeans paemiias

de grafos cori00 nodos. A la izquierda, se muestra una proyeccion de los gru-
pos usando las propiedades de grado promedio y longitudtdeemi la cual no

se aprecia una separacion clara de las instancias de aalaeribdelo usado. A

la derecha, se muestra una proyeccion de los grupos usasigodpiedades de
coeficiente de agrupamiento del grafo y desviacion estaiella distribucion del
grado, siendo estas propiedades las que permiten al algoXimeans distinguir
entre instancias generadas con diferentes modelos y eéarpeimite distinguir
como las instancias faciles y dificiles se ubican en rezgdatiferentes de la pro-
yeccion.

Para corroborar estas observaciones, se realizo esar@r agrupamiento para los
demas grafos de baja densidad, en la Figura 6.15 se puedevabgue el coeficiente
de agrupamiento de los grafos y la desviacion estandaa destribucion del grado dis-
tinguiendo instancias faciles e instancias dificiles: yonaoeficiente de agrupamiento
del grafo mas dificil es de resolver esa instancia. Eltefdel incremento del orden del
grafo muestra dos fenomenos interesantes: para las iregd3® la desviacion estandar
aumenta, a pesar de ello el coeficiente de agrupamientoafel ggrmanece bajo, lo que
las mantiene dentro del réegimen facil. Por otra parte petancias RGG el coeficiente
de agrupamiento del grafo disminuye lo que hace que vayaedehen dificil al facil.
Esto indica que para el problema de coloreo de grafoseiciente de agrupamiento del
grafc® y la desviachbn eséndar de la distribudn de gradason propiedades estructurales
relevantes que influyen en la dificultad de solucion.

2La definicion de esta propiedad y la ecuacion para caleusgrencuentra en la Seccion 2.2.1
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Figura 6.15: Resultados del agrupamiento realizado con Xmeans paeaiias
de grafos cor00, 900, 1,600, 2,500, 3,600 y 4,900 nodos. Para cada conjunto de
grafos de determinado orden se muestra una proyecciors geupos usando las
propiedades de coeficiente de agrupamiento del grafo y ateémi estandar de
la distribucién del grado, siendo estas propiedades lagpqtmiten al algoritmo
Xmeans distinguir entre instancias generadas con difessenbdelos y también
permiten distinguir como las instancias faciles y diésise ubican en regiones
diferentes de la proyeccion.
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Un caso interesante es el de los grafos generados con elorkdeEstos grafos
son instancias dificiles para el problema de coloreo degnabd obstante el coeficiente
de agrupamiento no es un valor alto como en las instancias R@&S; sino mas bien
valores de coeficiente de agrupamiento similares a los gBdoy ER. Sin embargo, la
desviacion estandar de la distribucion de grado es bapstos grafos y practicamente
al incrementar el orden de los grafos se sitian en la misgiarreen cada una de las
proyecciones mostradas en la Figura 6.15. Un aspecto gadavgkna recordar de las
instancias que permanecen dificiles para cualquier aldegrafo, es que estos modelos
— KL y WS — generan estas instancias a partir de una malla y ilio egspectivamente,
los cuales pueden verse como grafos regulares.

6.6.5 REGRESON LINEAL MULTIPLE

Para confirmar las observaciones realizadas en la subseatiérior acerca de las
propiedades estructurales que influyen en la dificultad biei$m y tener una idea cuan-
titativa de como estas propiedades influyen, se realiadegresion lineal maltiple con la
siguiente ecuacion:

Y = 51X1 + B2 Xo + B5 + €, (6.4)

donde la variable dependiente es el area bajo la curva (en escala logaritimica) y las
variables independientes son la desviacion estandar distribucion del gradd(; y el
coeficiente de agrupamiento del grafe de las instancias dig)0 nodos generadas con los
diferentes modelos. Los coeficientes de regresion 5, miden las intensidad del efecto
de las propiedades segln su magnitud sobre la dificultadldei@n.

Tabla 6.5: Resultados de la regresion lineal maltiple.

: B B2 B3 R?
Algoritmo Desviacion estandar Coeficiente de agrupamiento
PartialCol —0.2619 0.9437 7.7359 | 0.880
React-PartialCol —0.2589 1.1470 7.6559 | 0.897
TabuCol —0.0644 0.7959 7.9549 | 0.538
React-TabuCol —0.0720 0.8012 8.0158 | 0.540

Enla Tabla 6.5 se muestran los resultados obtenidos paredfisientess; y 5, que
indican el incremento en la dificultad de solucion por efémeento de los valores de las
propiedades estructurales. Se puede observar que el entdide agrupamiento tiene una
correlacion positiva con la dificultad solucion de margpra al aumentar el coeficiente de
agrupamiento en el grafo la dificultad de solucibn aumenta.
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Para el caso de los algoritmos PartialCol y React-PartlaCestadisticoR? —
mostrado en la Tabla 6.5 — indica que el modelo de regressadaiexplica cerca del
88 % de la variabilidad de la dificultad de solucion usando efic@nte de agrupamiento
y la desviacion estandar de la distribucion del grado @eariables de regresion. Para
los algoritmos TabuCol y React-TabuCol el modelo usadoiexmlerca deb4 % de la
variabilidad de la dificultad de solucion. En la Figura 6s6 muestran los planos de
regresion asociados a este analisis.
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Figura 6.16: Planos de la regresion lineal efectuadas para explicafitaitad
de solucion de las instancias con respecto a las propiedigleoeficiente de
agrupamiento del grafo y desviacion estandar de la blistion del grado.

Cabe senalar que dentro del presente trabajo de tesis nec®dstablecer lzausa
de que las instancias sean dificiles o faciles de resofaeque existen diversos factores
dominantes ademas de las propiedades estructurales,loasael tamafio y orden del
grafo — en general el tamaio de la instancia de un problemapardmetros propios
del problema; el presente objetivo ha sido explorar la neaerque ciertapropiedades
estructuralesafectan el desempefio de los algoritmos a pesar de sersgrakérminos
del tamafio de la instancia.
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Las verdades que revela la ciencia
superan siempre a los sies que destruye.

- Joseph Ernest Renan.

El problema abordado en este trabajo de investigacion ieeihdificacbn de pro-
piedades estructurales en instancias de un problema — dg igmaio — que afectan
el desemp®o de los algoritmosisados para resolver un problema y la determinacion de
cobmo ciertos valores de propiedades estructurales hagelas|instancias sean mas faci-
les o0 mas dificiles de resolver. En otras palabras, la fnetpodercaracterizar la dificul-
tad de una instancia eretminos nas descriptivos que su taia La principal hipotesis
fue que ademas del tamafo de la instancia y los paramdgtqgeoblema a resolvela
complejidad de resoluéin de un problema dado una instancia tan#ém es afectada por
la estructura de lo misma

Para resolver el problema planteado y probar la hipbtesisste trabajo de tese
propu$ un marco de trabajpara estudiar el efecto de la estructura de la instancia en la
complejidad de solucion de un problema computacional.&tmde trabajo sefiala consi-
deraciones a tomar en cuenta cuando se aborda el problentegula, desde la seleccion
del problema computacional, las caracteristicas de tano&s, la seleccion de algorit-
mos para realizar el estudio, las medidas de desempefdtaldgo a considerar, hasta
recomendaciones para establecer relaciones entre ldtdificle solucion y propiedades
estructurales, de manera que pueda aplicarse a diverdmemas computacionales.

Estas condiseraciones fueron tomadas en cuerdpligar este marco de trabajo
al problema de coloreo de grafpsl cual es representativo de muchas clases de proble-
mas de grafos interesantes y optimizacion combinatonarshs areas de conocimiento
tales como la teoria de grafos, teoria de redes complegasplejidad computacional,

101
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metaheuristicos, sirvieron para dar soporte a cada unasdectividades sefaladas en el
marco de trabajo.

Para efectuar el estudio del efecto de las propiedadexestles sobre el desem-
pefo algoritmico, se identifico la necesidad de contarw medida de desempefio que
fuera independiente de ciertos factores como las carsitieas del equipo en el cual se
llevan a cabo experimentaciones, detalles de implemémtaalgoritmos usados, entre
otras. Ante tal situacion geropuso una medida de desermpealgoiitmicobasada en la
manera en que los algoritmos convergen hacia una deterangudacion.

En el caso de estudio abordado, se generaron grafos coerdéegstructura e igual
tamano, siendo una parte importante en este caso la detaignm de parametros de los
modelos de generacibn usados para logar tal objetivo; amaygnerados los grafos se
procedib6 a la caracterizacion mediente propiedadesastales usadas en la teoria de
redes complejas. Se eligieron algoritmos del estado delcaré resuelven el problema
de coloreo de grafos. Un punto importante es elegir algostque formulen de manera
diferente las estrategias de solucion; en este paso meFsgmportante tener en cuenta
gueno se desea comparar entre algoritmos para determinat esimejor o peor que otro,
lo que se desea comparar es el comportamiento del mismoitgosobre un conjunto
de instancias de igual tarfia y diferente estructura

Los resultados del desempefio algoritmico sobre difeseggtructuras de grafos ob-
tenidos a partir de la aplicacion del marco de trabajo dblerna de coloreo fueron anali-
zados a través de graficas y pruebas estadisticas erimdigae la medida de desempeiio
algortitmico propuesta refleja adecuadamente el efecka elgtructura de la instancia en
el desempenio algoritmico en el problema de coloreo degrademas permitiboncluir
gue los grafos que resultaronas dificiles de resolver por los algoritmos usados para
el estudio fueron los grafos generados con los modelos deggeordtricos aleatorios
(RGG) y Watts-Strogatz (WS), los cuales tienen valores dicgente alto, en compa-
racion con los dems modelos usados, resultando los grafos generados conaglmo
Erd6s-Renyi (ER) y Barahsi-Albert (BA) nas faciles de resolver

Un caso especial es el de los grafos generados con el modkleidberg (KL) ya
que estos resultaron dificiles de resolver, pero el cegfieide agrupamiento no es tan
alto como el de los grafos generados con los modelos RGG yS&'$udo concluir que
el coeficiente de agrupamiento y la desviaceséndar de la distribudn de grafo son
propiedades estructurales que afectan la dificultad de@oiu Es de principal interés en
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trabajos futuros analizar mas detalladamente las pragesiestructurales para los grafos
KL.

En una primera aproximacion se realizdo una regresi@alimultiple para estable-
cer una relacion entre el coeficiente de agrupamiento ydaiaeion estandar de la dis-
tribucion del grado con la dificultad de solucion de laamstia, siendo el coeficiente de
agrupamiento la propiedad que mas influye en la dificultadiada a la instanci&s de
interés dentro del trabajo futuro verificar rigurosamente estaceén tomando en cuenta
otro modelo diferente al lineal

Se puedeconcluir que el marco de trabajo propuesto es efectivo y practica par
caracterizar la dificultad inherente a la estructura deansés iguales en tamaio pero
distintas en términos estructurales, dadas las obsenexipuntualizadas anteriormente;
también se puede concluir que la medida de desempefoiledd@alcular, facil de incor-
porar en un algoritmo e intuitiva de interpretar que puedempleada cuando se buscan
diferencias en el comportamiento algoritmico sobre urjurda de instancias con dife-
rente estructura e igual tamafo. Esta medida se basa em&xaren que los algoritmos
convergen hacia una determinada solucion.

Resultados de esta investigacion fueron presentados ED-INFORMS Joint In-
ternational Meeting 2010, en Buenos Aires, Argentina, ledjibtulo Structural Comple-
xity in Complex Networksomo ponencia; ademas se envio el articulo titulattactural
effects in algorithm performance: A framework and a caseéystun graph coloringuina
revista internacional indizada.

Dentro del trabajo futuro es de interés estudiar la distitn del coeficiente de
agrupamiento de los grafos en el conjunto de instanciagiiidadas como dificiles, ya
gue algunas son mas dificiles que otras. El objetivo praes caracterizar la dificultad de
una instancia directamente en terminos de un rango enlédsymopiedades estructurales
caen, en particular usar valores aproximados en lugar delaalel valor exacto global
para grafos de gran tamafio ya que en algunos casos el tiengdorgbuto para calcular el
valor exacto de estas propiedades es elevado, sienda@lcaproximado de propiedades
estructurales otra area de oportunidad para futuros proyee investigacion.

Una linea de trabajo futuro prometedor esjdimizacbn estructural donde dado
un grafo, un problema computacional y la indicacion de gjsere que la instancia sea
facil o dificil de resolver, gradualmente modificar larastura del grafo hasta que cai-
ga dentro del réegimen deseado de valores aproximados geopiedades estructurales;
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también se puede imponer pnesupuestaue restringa la cantidad de modificaciones
realizadas sobre la estructura.

Dentro del contexto de grafos, la optimizacion estrudtocano linea de investi-
gacion tiene una importancia practica en el disefio osegti de redes de telecomuni-
caciones, vialidades, distribucion de fluidos (agua, deenaje de aguas negras, drenaje
pluvial) y rutas de evacuacion, entre otras; de maneraapierbcesos que se lleven a ca-
bo en ellas sean faciles o dificiles de llevarse a caborsky necesidades de su entorno
y que la construccién de una nueva infraestructura de reddifizacion de una infra-
estructura existente sea a bajo costo. Estos dos aspeetesnohar la mejor estructura
gue satisfaga las necesidades y que sean a bajo costo,grus@objetivos que se con-
trapongan, lo que llevaria a trabajar con problemas nijétivo. Ademas es importante
extender la aplicacion del marco de trabajo a grafos dioig)y ponderados.

Otra linea de investigacion prometedora esdeacterizacdbn y visualizacbn del
espacio de bsqueda asociado a un problem&iguiendo la problematica planteada en
este problema, es de interés poder determinar como lecesi de una instancia influye
en la estructura del espacio de busqueda, de manera quefestaacion sea usada en el
disefio de estrategias de blusqueda dada una estructunstatecia en particular.

Por otra parte, es de interés incorporar la medida de desemnpropuesta en el
disefio de algoritmos hiperheuristié@mra ayudar a decidir que estrategia esta teniendo
un progreso significativo sobre la instancia y si es conveeieeiniciar o no la estrategia.

1Un hiperheuristico es un método de blsqueda heurtgiietiene como objetvio automatizar — muchas
veces incorporando técnicas de inteligencia artificialr-elgproceso de seleccion, combinacion, generacion
y adaptacion de heuristicas simples para resolver efiizignte problemas computacionales.
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