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Índice de tablas XIII

Simboloǵıa XIV
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la derecha su computación el sı́mbolo “x” indica la posición del cursor en
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tener el algoritmo al llegar a la iteración50. La pregunta aquı́ es: de haber

permitido realizar más iteraciones, ¿el algoritmo habrı́a obtenido mejores

soluciones? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.17. Representación tridimensional de una superficie de aptitudes. . . . . . . . 49

4.1. Pasos a seguir para establecer relaciones entre propiedades estructurales

de instacias propuestas de un problema y el desempeño de losalgoritmos

que solucionan el problema. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4.2. Comportamiento algorı́tmico que se desea caracterizar. . . . . . . . . . . 62

4.3. Representación del proceso. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 63

5.1. Comportamiento de un algoritmo que resuelve un problema con cinco

instancias de igual tamaño pero diferente estructura. . . .. . . . . . . . . 69

5.2. Caracterización del perfil de desempeño mediante regresión cuadrática. . 70
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ÍNDICE DE FIGURAS XIII

6.15. Resultados del agrupamiento realizado con Xmeans para instancias de

grafos con400, 900, 1,600, 2,500, 3,600 y 4,900 nodos. Para cada con-

junto de grafos de determinado orden se muestra una proyección de los

grupos usando las propiedades de coeficiente de agrupamiento del grafo
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N (s) vecindario en el espacio de búsqueda
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Tania Turrubiates López.

Candidato para el grado de Doctor en Ingenierı́a
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Tı́tulo del estudio:

COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL ESTRUCTURAL

EN REDES COMPLEJAS

Número de páginas: 115.

OBJETIVOS Y MÉTODO DE ESTUDIO: El desarrollo del presente trabajo se enfoca en

estudiar el efecto de la estructura de instancias en la complejidad computacional al resol-

ver un problema. Para realizar este trabajo, se acota la población de estudio a instancias

de problemas computacionales relacionados con grafos, especı́ficamente al problema de

k-coloreo. Esto no es impedimento para que el estudio se extienda a otros problemas

computacionales, gracias a las reducciones que se pueden realizar entre problemas.

Con el fin de observar efectos estructurales de las instancias en la solución del pro-

blema, se utilizan modelos de generación de redes complejas, los cuales proporcionan una

herramienta para generar instancias de grafos de igual tamaño y orden pero con diferen-

te estructura; también se utilizan funciones de caracterización de redes complejas para

obtener medidas de propiedades estructurales de las instancias generadas.
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RESUMEN XIX

Se toman algoritmos del estado del arte para la solución delproblema dek-coloreo.

Estos algoritmos formulan de diferente manera la función objetivo y la vecindad de so-

luciones, lo cual permite — independientemente de estos dosaspectos — observar la

influencia de la estructura de la instancia en el espacio de soluciones generado.

Para cuantificar los efectos estructurales en el desempeñoalgorı́tmico, se propone

una medida de desempeño basada en la convergencia de los algoritmos hacia la solución

final. Se hace uso de diseños experimentales, regresiones yalgoritmos de agrupamien-

to para establecer relaciones entre la medida de desempeñoalgorı́tmico propuesta y las

propiedades estructurales de las instancias y cómo es esa relación.

CONTRIBUCIONES Y CONCLUSIONES: La contribución del presente trabajo se centra

en establecer un marco de trabajo efectivo y práctico para el estudio del efecto de la estruc-

tura de instancias de grafos en la complejidad computacional de un problema. Para ello se

propone una medida que refleja el efecto de la estructura de lainstancia en el desempeño

algorı́tmico independientemente del tamaño de la instancia y parámetros del problema.

Esta medida puede ser aplicada en el estudio de los efectos estructurales de instancias de

otros problemas computacionales diferentes al abordado enesta tesis y usando otros tipos

de algoritmos.

El marco de trabajo propuesto permite establecer relaciones entre caracterı́sticas

estructurales de instancias y el efecto que tiene en la dificultad asociada a la solución del

problema, lo cual proporciona las bases para desarrollar algoritmos especializados que

tomen en cuenta la estructura de la instancia de forma que sean más eficientes, desarrollar

algoritmos que en tiempo de ejecución se adapten a la estructura de la instancia y optimizar

la estructura de instancias de redes reales para facilitar odificultar un proceso según las

necesidades del usuario.

Firma del asesor:

Dra. Satu Elisa Schaeffer



CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

Los problemas computacionales no son solo cosas que tienen que resolverse,

tambíen son objetos que valen la pena estudiarse.

- Christos H. Papadimitriou.

El ser humano desde sus orı́genes se ha enfrentado a situaciones en diferentes contextos

que deberesolvertomando en cuenta losrecursosdisponibles, evaluandoalternativasde

solución y eligiendo la mejor o más adecuada en ese momento. Conforme el hombre ha

evolucionado, también han evolucionado los problemas quedebe resolver. La cantidad

de factores que intervienen en los problemas ha crecido y la manera en cómo los facto-

res interactúan entre sı́ hace que los problemas sean cada vez más complejos [Heylighen,

1999]. Por ello la necesidad de contar conmecanismosque lo auxilien en el proceso de

solución de problemas. Ante esta situación se ha puesto demanifiesto la necesidad de defi-

nir claramente procedimientos a seguir para resolver un problema, lo que se conoce como

algoritmo; también se han creado máquinas que realizan grandes cálculos para solucionar

problemas. Hoy en dı́a, cada vez más, se hace uso de las computadoras para solucionar

problemas, tomar decisiones, facilitar actividades del d´ıa a dı́a y hasta tener un rato de

esparcimiento.

De cierta manera, ahora las computadoras se encuentran resolviendo problemas,

evaluando alternativas y presentando la mejor o las mejoresposibles, saber que un proble-

ma se puede resolver por una computadora no basta para decir si resulta práctico hacerlo

o no. Se tiene que tener en cuenta que es posible resolver una gran cantidad de problemas,

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

es decir, se puede diseñar un algoritmo y escribir un programa, pero los recursos detiem-

po de procesamiento y elespacioen memoria de las computadoras son importantes en la

práctica. Actualmente la cantidad de memoria de una computadora es un recurso limitado

y generalmente se desea un tiempo de respuesta corto con respecto al tamaño del proble-

ma que se está resolviendo; también es deseable saber si elcaso del problema a resolver

es fácil o difı́cil lo cual se aborda en este proyecto.

En este capı́tulo se abordarán de manera general, en la primera sección, los temas

que se tratarán en la tesis, los cuales se abordarán con mayor detalle en el Capı́tulo 2. Pos-

teriormente se describirá el problema que se está abordando, lo que motivó a estudiarlo,

la hipótesis principal de este trabajo, los objetivos planteados y la contribución cientı́fica.

1.1 ANTECEDENTES

El ser humano interactúa constantemente con sistemas, resolviendo problemas y

tomando decisiones. Unsistemaes un conjunto de elementos que se relacionan entre

sı́ para lograr una tarea especı́fica. Muchos sistemas naturales y hechos por el hombre son

considerados comosistemas complejos. Estos sistemas complejos están caracterizados

por tener una gran cantidad de elementos que interactúan entre sı́ de acuerdo a reglas que

cambian con el tiempo, lo que provoca una dinámica en las conexiones de los elementos,

generando comportamientos y fenómenos que no son predecibles ni explicables a partir

del estudio aislado de los elementos [Amaral y Ottino, 2004]. Los sistemas complejos se

presentan a diferentes niveles de organización como las redes metabólicas de proteı́nas y

redes de neuronas a nivel celular; redes de transporte, redes de telecomunicaciones y redes

sociales a nivel tecnológico [Barabási, 2007].

Los sistemas complejos pueden ser modelados a través degrafos, donde los ele-

mentos son representados pornodosy las relaciones existentes entre los elementos se

representan mediantearistas. Estos grafos conocidos comoredes complejasproporcio-

nan una herramienta flexible y general para representar de manera abstracta los sistemas

complejos y los cambios dinámicos en su patrón de conexión llamadotopoloǵıa [da F.
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Costaet al., 2007]. Las redes complejas poseen una estructura topológica no trivial y un

comportamiento dinámico, lo que ha motivado el estudio de lascaracteŕısticas estructu-

rales de estas redes. En este proyecto se busca establecer una metodologı́a que permita

entender cómo estas propiedades influyen en los procesos que se llevan a cabo en ellas.

Según la manera en que se relacionan entre sı́ los elementosen la red compleja, se

pueden clasificar como redesuniformes[Erdős y Renyı́, 1960], redes depequẽno mundo

[Watts y Strogatz, 1998] y redes delibre escalao exponenciales[Albert y Barabási, 2002].

Cada una de estas redes posee caracterı́sticas estructurales que las hacen vulnerables o

resistentes a ataques intencionales o fallas aleatorias enel sistema que representan. Debido

a la gran cantidad de sistemas que pueden ser modelados como redes complejas, diversas

investigaciones se han enfocado realizar análisis depropiedades topológicasen términos

de múltiplesmétricas [da F. Costaet al., 2007] y en el estudio de losprocesosque se

llevan a cabo en las redes complejas y que pueden verse afectados por la estructura de la

red compleja [Alderson, 2008; López, 2007; Schaeffer, 2006].

Un fenómeno de interés en el área de los sistemas complejos es el fenómeno de

percolacíon que describe las transiciones abruptas del sistema de un estado a otro, llam-

dastransiciones de fase. Este fenómeno está relacionado con la aparición de un grupo

de elementos de tamaño infinito que tiene como consecuenciacambios significativos en

propiedades fı́sicas del sistema [Albert y Barabási, 2002]. En las redes complejas la per-

colación esta relacionada con la probabilidad con la cual apartir de grupos aislados de

nodos se forma un grupo de gran tamaño que se expande por todala red o viceversa;

en términos más sencillos, estudia qué pasa con la red si se eliminan o agregan nodos o

aristas aleatoriamente. Una de las principales aplicaciones del estudio del fenómeno de

percolación es la robustez de las redes de comunicación y biológicas [Holme, 2004].

Se ha descubierto que algunos problemas computacionales clasificados comoNP-

completos oNP-duros1 presentantransiciones de fasetal como los sistemas complejos.

En estos problemas las transiciones de fase se refieren a cambios en la dificultad de resol-

1La claseNP contiene aquellos problemas que son decididos por una máquina de Turing no determinista
en tiempo polinomial. Los problemasNP-completos son los más difı́ciles de la claseNP; este tema se trata
en la Sección 2.3.
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ver el problema [Achlioptaset al., 2005; Fu y Anderson, 1986; Martinet al., 2001]. Se

ha detectado que de acuerdo a ciertos parámetros referentes al problema se pueden pre-

sentar diferentes transiciones de fase en la solución del problema [Achlioptaset al., 2005;

Mammen y Hogg, 1997]; ejemplos de tipos de transiciones se presentan en la Figura 1.1.

Es importante recordar que el uso del término “dificultad” está relacionado con el costo

computacional asociado al uso de recursos como tiempo de procesamiento y espacio en

memoria.
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(b) Transicíon dif́ıcil-fácil.
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(c) Transicíon fácil-difı́cil-fácil.

Figura 1.1: En problemas computacionales, al variar un parámetro del problema
en cierto rango, se puede observar un cambio drástico en la dificultad asociada
al costo computacional. En la Figura 1.1(a) se muestran cambios de un régimen
fácil a uno difı́cil. También se pueden tener cambios de r´egimen difı́cil a uno fácil
como en la Figura 1.1(b). Además se pueden tener cambios de régimen fácil-
dı́ficil-fácil (ver Figura 1.1(c)) cuando ciertos parámetros asociados a la instancia
del problema cambian.

Para estudiar la facilidad o dificultad con la cual se resuelve un problema, se ha re-

currido a analizar las propiedades del espacio de soluciones generados por los algorı́tmos
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de búsqueda. Este espacio de soluciones es representado como unasuperficie de aptitudes

[Rosas, 2007; Yossi y Poli, 2005] y su caracterización ha sido orientada a describir las

trayectorias que siguen los algoritmos en la búsqueda de mejores soluciones.

1.2 DESCRIPCÍON DEL PROBLEMA

La teoŕıa de complejidad computacionalestudia la cantidad de recursos compu-

tacionales — tiempo de procesamiento y espacio en memoria — necesarios para resolver

un problema en supeor caso. Entre mayor sea la cantidad de recursos usados se dice que

el problema es más difı́cil de solucionar [Papadimitriou,1994].

Figura 1.2: Factores que influyen en la solución de un problema en su peorcaso.

Para estimar esta cantidad de recursos y por ende la dificultad del problema se ha

tomado como referencia eltamãno de la instanciadel problema que se desea resolver; en

términos simples, la cantidad de datos que se procesarán para solucionar el problema. En

general es de interés realizar esta estimación en un sentido asint́otico, es decir, para un

tamaño de instancia suficientemente grande.

Estudios recientes indican que considerar solo el tamaño de la instancia no es su-

ficiente para determinar si será fácil o difı́cil de resolver [Flum y Grohe, 2006; Orponen
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et al., 1994]. Lateoŕıa de complejidad parametrizadaexplica cómo los parámetros de un

problema influyen de manera importante en el uso de estos recursos para su resolución

[Flum y Grohe, 2006]. Aún ası́ en la práctica, para instancias de igual tamaño y con los

mismos parámetros de un problema, se observa que unas instancias se resuelven mediante

diferentes algoritmos más fácilmente que otras [Porumbel et al., 2010; Smith-Mileset al.,

2009; Watsonet al., 1999]. Esto da indicios que la estructura de la instancia esotro fac-

tor (véase Figura 1.2) que influye de manera significativa enla facilidad o dificultad para

resolverla, siendo este tema lo que se estudia en este proyecto.

Es en este punto donde surgen cuestionamientos importantesque motivan el desa-

rrollo del presente proyecto de investigación: ¿Quépropiedades estructuralesde las ins-

tancias afectan en eldesempẽno de los algoritmosusados para resolver el problema?

¿Qué propiedades estructurales de las instancias hacen que el problema a resolver sea más

fácil o más difı́cil? En esta tesis se buscan las respuestas a estas preguntas.

1.3 JUSTIFICACIÓN

En este proyecto se buscacaracterizar la dificultadde una instancia en términos

más descriptivos que el tamaño de la misma, que es la medidatradicional de complejidad

computacional. El principal objetivo esidentificar caracteŕısticas estructuralesen las

instancias que permitan determinar si se está ante una instancia fácil o difı́cil. Con esta

información se podrán establecer las bases para la construcción de instancias fáciles o

difı́ciles de resolver lo que lleva también a diseñar y seleccionar algoritmos que obtengan

ventajas del conocimiento de la estructura de la instancia.

De interés particular es laoptimizacíon estructuraldonde una instancia dada se mo-

difica para que la solución de ciertos problemas sea más fácil o difı́cil. Existen situaciones

donde se requiere que la infraestructura facilite ciertos procesos como el transporte de

mercancı́a o mensajes, evacuaciones en caso de desastres o la fluidez vial, mientras en

otras situaciones es deseable que ciertos procesos sean difı́ciles de realizar como la pro-
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pagación de virus y ataques a un sistema de transporte, entre otros [Kicingeret al., 2005;

Surryet al., 1995; Xu, 2010].

1.4 HIPÓTESIS

La hipótesis principal de este trabajo es que además del tamaño de la instancia y los

parámetros del problema a resolver, la complejidad de resolución de un problema dada

una instancia se ve también afectada por la estructura de lamisma; por ello es necesario

estudiar, analizar y caracterizar sus propiedades estructurales.

1.5 OBJETIVOS

El objetivo principal esestablecer un marco de trabajo efectivo y prácticopara pro-

blemas de grafos, extensible a otros problemas tratados porla complejidad computacional,

que permitacaracterizar la dificultadinherente en la estructura de instancias iguales en

tamaño pero distintas en términos estructurales. Para lograr este objetivo es necesario:

Generar instancias de grafosde igual tamãno pero diferente estructura.

Caracterizar instanciasa través demedidasde propiedades estructurales.

Caracterizar el desempeño algoŕıtmico tomando en cuenta laconvergenciade los

algoritmos de búsqueda hacia una solución, de tal forma que la caracterización per-

mita distinguir efectos de la estructura de las instancias en el desempeño algorı́tmi-

co.

Diseñar experimentosque permitan establecer qué propiedades estructurales delas

instancias hacen que sean fáciles o difı́ciles de resolvery qué relación guardan estas

propiedades estructurales con el desempeño algorı́tmico.

Realizar y documentarexperimentacíon de los efectos de propiedades estructurales

en el desempeño algorı́tmico.
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1.6 CONTRIBUCIÓN CIENTÍFICA

El presente trabajo de tesis aporta dos contribuciones principales. La primera es la

formulación de unamedidade desempeño algorı́tmico que permite observar el efecto de la

estructura de la instancia, independientemente del tamaño de la instancia y los parámetros

del problema. La segunda es el desarrollo de unmarco de trabajoque permite establecer

relaciones entre el desempeño algorı́tmico y las propiedades estructurales de las instancias

de grafos; esto con el objetivo de lograr un entendimiento profundo de la manera en que

la estructura del grafo impacta en la solución de un problema.

El conocimiento de la estructura de la instancia se puede aprovechar en eldesarro-

llo de algoritmos especializadospara ciertos tipos de instancias que ocurren en campos

de aplicación particulares para alcanzar mayor eficienciacomputacional y mayor calidad

en aproximaciones2 rápidas. También permite el desarrollo de métodos de soluciónadap-

tativosque caractericen y aprovechen la estructura de la instanciaen tiempo de ejecución.

La meta es contribuir en lacaracterizacíon de la complejidad de una instancia,

tomando en cuenta no solo el tamaño de la instancia o parámetros del problema, sino

también la estructura de la instancia.

1.7 ESTRUCTURA DE LA TESIS

El restante del trabajo se encuentra estructurado de la siguiente manera: en el Capı́tu-

lo 2 se presentan los fundamentos teóricos y conceptos necesarios de las diferentes áreas

que convergen en el desarrollo de este trabajo como lo es la teorı́a de complejidad compu-

tacional, teorı́a de grafos y redes complejas. En el Capı́tulo 3 se presenta una revisión de

la literatura existente donde se ha trabajado para determinar qué estructura de la instancia3

es más fácil o más difı́cil, cómo se ha abordado y qué se ha logrado.

2Se entiende por aproximaciones a las soluciones de un problema que se encuentran dentro de cierto
rango alrededor de la mejor solución posible que se puede encontrar de un problema [Vazirani, 2001].

3Muchos de los trabajos relacionados usan indistintamente los términosproblemae instancia; en la
Sección 2.3 se hace enfásis en la diferencia entre estos dos términos.
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En el Capı́tulo 4 se describe el método de estudio llevado a cabo para la realiza-

ción de este trabajo. En el Capı́tulo 5 se presenta la propuesta de un marco de trabajo

para abordar el problema planteado ası́ como la propuesta deuna medida de desempeño

algorı́tmico que permite detectar la influencia de la estructura de las instancias en la solu-

ción del problema. En el Capı́tulo 6 se describen los experimentos realizados y se analizan

los resultados obtenidos. En el Capı́tulo 7 se describen lasconclusiones del trabajo y se

comenta brevemente el trabajo que queda por hacer como consecuencia de los resultados

obtenidos y nuevos cuestionamientos surgidos.



CAPÍTULO 2

FUNDAMENTOS TEÓRICOS

Los que se enamoran de la práctica sin la teoŕıa

son como los pilotos sin tiḿon ni brújula,

que nunca podŕan saber a d́onde van.

- Leonardo Da Vinci.

En este capı́tulo se presentan definiciones y conceptos básicos de las áreas de cono-

cimiento necesarias para abordar el problema planteado y a los cuales se hace referencia

en el presente documento. En la Sección 2.1 se presentan conceptos de teorı́a de grafos

los cuales permiten una mejor comprensión de las demás secciones. En la Sección 2.2 se

abordan temas de teorı́a de redes complejas, los cuales son necesarios para la generación y

caracterización de instancias. Es importante hablar de lateorı́a de la complejidad compu-

tacional, por lo cual en la Sección 2.3 se aborda este tema, seguida de la Sección 2.4 donde

se toca el tema de complejidad parametrizada. En la Sección2.5 se presentan conceptos

básicos referentes a los problemas de optimización y posteriormente en la Sección 2.6 se

aborda el tema de algoritmos metaheurı́sticos.

2.1 TEOŔIA DE GRAFOS

El estudio de la teorı́a de grafos comenzó formalmente cuando Euler [1741] resol-

vió el problema de los puentes de Königsberg, observando que la solución del problema

dependı́a solamente de las propiedades de sus conexiones. Apartir de entonces los gra-

10
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fos se han convertido en una herramienta importante en diversas áreas del conocimiento,

ya que permiten representar de manera abstracta situaciones en las cuales elementos se

relacionan entre sı́. A continuación se describe formalmente la terminologı́a de teorı́a de

grafos utilizada en el presente trabajo.

Un grafoG está definido por dos conjuntosG = (VG, EG), dondeVG es el conjunto

de nodos o v́ertices, los elementos que se desean representar; yEG es el conjunto de

aristas o conexionesque son las relaciones existentes entre los nodos. El conjunto EG

está formado por pares de nodos de la forma (i, j). Si tenemos una arista (i, i) se dice que

ésta es una aristareflexivallamadalazo. Cuando estos pares son no ordenados se dice que

el grafo esno dirigido; cuando los pares son ordenados se tiene ungrafo dirigido. En un

grafo ponderadolas aristas, ya sean dirigidas o no, tienen asociado unpesow(i, j). En la

Figura 2.1 se muestran ejemplos de estos tipos de grafos. Si los nodos o las aristas tienen

asignadasetiquetasque los haga distinguibles unos de otros se tiene ungrafo etiquetado.

En este trabajo se utilizan grafos no dirigidos y no ponderados, por lo cual las definiciones

mencionadas a continuación se formularán en términos deeste tipo de grafo.

(a) Grafo no dirigido. (b) Grafo dirigido.
4

8

1
5

3

2

7

(c) Grafo dirigido ponderado.

Figura 2.1: A la izquierda se tiene un grafo no dirigido con seis nodos y siete
aristas. En la figura del centro se presenta un grafo dirigido. A la derecha se tiene
un grafo dirigido y ponderado.

El número de nodosn = |VG| es denominadoorden del grafoy el número total de

aristase = |EG| se denominatamãno del grafo. El tamaño del grafo puede ser como mı́ni-

mo cero y como máximon(n − 1)/2. La densidadde un grafoden(G) es la proporción
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de aristas presentes del máximo posible:

den(G) = 2e/(n(n− 1)). (2.1)

Dos nodos sonadyacentessi una arista los une. Matemáticamente un grafo se puede

representar mediante una matriz cuadrada de dimensiónn× n, llamadamatriz de adyan-

cenciaA; cada elemento de la matriz de adyacenciaA(i, j) representa la presencia o

ausencia de una arista entre los nodosi y j. Si existe una arista entre los nodosi y j,

entoncesai,j = 1, en caso contrarioai,j = 0. El conjunto de nodos adyacentes a un nodo

i del grafoG se denominaconjunto vecinodel nodoi y se denota porΓ(i).

Figura 2.2: Grafo y su descripción mediante la notación descrita.

El número de nodos adyacentes a un nodoi es elgradodel nodoi y se define como

ki =
n

∑

j=1

ai,j = |Γ(i)|. (2.2)

El grado ḿaximodel grafoG se expresa como∆(G) y el grado ḿınimocomoδ(G). El

grado promediodel grafoG se representa como〈k〉 = 2e/n. En la Figura 2.2 se presenta

un grafo con la notación de los conceptos descritos hasta este momento.
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Cuando se tiene un grafo de tamaño máximo se dice que el grafo escompletoy

se denota comoKn. Si todos los nodos de un grafoG tienen el mismo gradok, el grafo

es regular y se denota comok-regular. Un grafobipartito es aquel en el cual los nodos

puedes separarse en dos conjuntos disjuntosV1 y V2, V1 ∪ V2 = V, V1 ∩ V2 = ∅ tales que

el conjunto de aristas sea

∀u, w ∈ E ⇒ (u ∈ U ∧ w ∈ W ) ∨ (u ∈ W ∧ w ∈ U), (2.3)

es decir, las aristas únicamente unen nodos de un conjunto con nodos de otro conjunto. En

la Figura 2.3 se muestran ejemplos de estos tres tipos de grafos.

(a) Grafo completoK6. (b) Grafo 3-regular. (c) Grafo bipartito.

Figura 2.3: En la Figura 2.3(a) se muestra un grafo completo de seis nodosy
quince aristas; en la Figura 2.3(b) se tiene un grafo 3-regular lo que quiere decir
que cada nodo tiene grado tres. En la Figura 2.3(c), se presenta un grafo bipartito:
los tres nodos de la parte superior forman un conjunto y los dos de la parte inferior
forman otro conjunto; como todos los nodos de un conjunto están relacionados
con todos los nodos del otro conjunto, éste es un grafo bipartito completo y se
denota comoK3,2.

Si dos nodosi y j no son adyacentes, pueden estar conectados por una secuencia

dem aristas, las cuales forman unaruta entrei y j, siendom la longitud de esta ruta. A

la longitud mı́nima posible de todas la rutas existentes entre el nodoi y el nodoj se le

conoce como ladistancia geod́esica di,j.

Un grafo esconexosi para cualquier par de nodosi, j ∈ G, existe al menos una ruta

entrei y j. SiG es conexo,di,j es positivo y finito, lo que implica que el número de aristas

para ir dei a j es finito. Por otro lado, siG no es conexo, para por lo menos un pari y
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j no existe una ruta entre ellos, por lo cual se marca quedi,j = ∞; para estos grafos no

conexos medidas basadas en distancias no tienen sentido al no existir rutas entre todos los

nodos.

La excentricidadex(i) de un nodoi en un grafo conexoG es la distancia geodésica

entrei y el nodo más alejado dei enG. El diametrodiam(G) de G es la mayor de las

excentricidades de entre todos los nodos deG, mientras que elradio rad(G) es la menor

de ellas.

Una ruta simpleno visita el mismo nodo más de una vez. Unciclo es una ruta

simple que empieza y termina en el mismo nodo. Un grafo que no contiene ciclos se dice

que esaćıclico; un grafo acı́clico conexo es llamadoárbol. Un sub́arbol de un grafo es un

subconjunto de aristas conexas que no forman un ciclo; al subárbol que contiene todos los

nodos de un grafo se le llama unárbol abarcantedel grafo.

1

2

3

4

5

6

Grafo conexo.

1

2

3

4

5

6

Grafo no conexo.

Figura 2.4: Ejemplos de grafos conexo y no conexo.

Un grafoSG se le denominasubgrafodel grafoG si VSG ⊆ VG y ESG ⊆ EG, donde

(i, j) ∈ ESG ⇒ (i ∈ VSG ∧ j ∈ VSG). El subgrafoSG deG se dice que esinducidopor

VSG si VSG ⊆ VG y nodosi y j enG son adyacentes enSG si y solo sii y j son adyacentes

enG.

Un subgrafo completo deG es llamadocliquedeG. Un clique de ordenk es unk-

clique. El orden máximo de un clique deG es llamado elnúmero cliquedeG y es denotado

porω(G).
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1

2

3

4

5

6

GrafoG.

1

2

4

5

6

Un subgrafo deG.

1

3

4

5

6

Un subgrafo inducido deG.

Figura 2.5: Ejemplos de un grafoG y dos subgrafos deG.

Dos grafosG y H sonisomorfos, es decir tienen la misma estructura, si existe una

función biyectiva1 φ : V (G) → V (H) tal que dos nodosi y j son adyacentes enG si y

solo siφ(i) y φ(j) son adyacentes enH. La funciónφ es llamadaisomorfismo. Si paraG

yH existe por lo menos unaφ, se denota comoG ∼= H. En la Figura 2.6 los grafosG yH

son isomorfos; un isomorfismoφ : V (G)→ V (H) está definida por

φ(1) = d, φ(2) = b, φ(3) = f, φ(4) = a,

φ(5) = e, φ(6) = c, φ(7) = g.
(2.4)

5

1

6

2

4

7

3

GrafoG

ed

cb

a

gf

GrafoH

Figura 2.6: Grafos isomorfos.

1Una funciónf : X → Y es biyectiva si cada uno de los elementos del conjuntoX tiene una imagen
distinta en el conjuntoY y a cada elemento deY le corresponde un elemento del conjuntoX.
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2.2 SISTEMAS Y REDES COMPLEJAS

Un sistemaes un conjunto de componentes relacionados entre sı́ para lograr un fin

común. Los diferentes sistemas naturales o artificiales pueden ser simples, complicados

o complejos [Amaral y Ottino, 2004]. Lossistemas simplestienen un número pequeño

de componentes los cuales actúan de acuerdo a leyes bien comprendidas. Lossistemas

complicadostienen un gran número de componentes los cuales tienen roles bien definidos

y están gobernados por reglas bien comprendidas. Lossistemas complejostienen tı́pica-

mente un gran número de componentes los cuales pueden actuar de acuerdo a reglas que

pueden cambiar a través del tiempo y que pueden no ser bien comprendidas, la conectivi-

dad de los componentes y sus roles varı́an.

La fı́sica estad́ıstica2 trata con sistemas complejos, en donde predecir el comporta-

miento exacto de los componentes individuales podrı́a ser intratable, por tanto, se limita

a realizarpredicciones estadı́sticasacerca del comportamiento colectivo de los compo-

nentes. En la última década, se ha percibido que muchos sistemas formados por número

muy grande de elementos pequeños obedecen leyes universales independientemente de

los detalles microscópicos [Amaralet al., 2001]. Diversos estudios utilizan grafos para

modelar estos sistemas complejos dando lugar a lasredes complejas[Bollobás y Riordan,

2002]. Es en este punto donde la teorı́a de grafos y la fı́sicaestadı́stica se combinan para

proveer las bases necesarias que permitan el estudio de las redes complejas [da F. Costa

et al., 2007], enfocándose en tres puntos importantes [Kaufmanny Zweig, 2009; Novaes

De Santana, 2005]:

1. Analizar redes complejas: encontrando y destacando propiedades estadı́sticas que

caractericen la estructura y el comportamientode la red compleja, ofreciendo una

forma adecuada de medir esas propiedades.

2. Crearmodelosde redes que capturenpropiedades estructuralesesenciales de las

redes del mundo real y que ayuden a entender el significado de estas propiedades.

2Para introducirse en esta área del conocimiento se recomienda el libro de Huang [2001].
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3. Procesossobres redes complejas: analizando los resultados de los procesos o algo-

ritmos que se llevan acabo en ellas

Los métodos de ańalisis de redespueden ser clasificados con respecto al nivel de

granularidad de los objetos analizados [Bauret al., 2009]:

1. Métodos anivel de elementos: analizan propiedadesindividualesde nodos y aristas

como lo es su importancia ocentralidad.

2. Análisis anivel de grupo: incluye métodos que implican el cómputo degrupos

densamente conectadosy el cálculo deroles estructurales y posiciones.

3. Análisis anivel de red: se centra en analizar laspropiedades globalesde la red, tal

como la densidad, la distribución del grado, transitividad o reciprocidad, ası́ como

el desarrollomodelos de grafos aleatorios.

2.2.1 FUNCIONES DE CARACTERIZACÍON

Las funciones de caracterizaciónson medidas que tienen como objetivo proveer en

términos cuantitativos las propiedades estructurales dela grafo. Al aplicar las funciones

de caracterización sobre un grafoG se obtiene un vector de caracterı́sticasfG [da F. Costa

et al., 2007] que nos permiten caracterizar y analizar las redes complejas.

Las funciones de caracterización pueden clasificarse en dos tipos:

Basadas eninformación global: requieren información de todo el grafoG para po-

der calcularlas.

Basadas eninformación local [Dehmer, 2008]: requieren información de cierto no-

do del grafo. Para ello se definen subgrafos en los cuales los nodos pueden ser

aquellos que se encuentran a cierta distancia o el subgrafo inducidoSG
i por el nodo

i de interés y su vecindadΓ(i), VSG
i
= {i} ∪ Γ(i).



CAPÍTULO 2. FUNDAMENTOS TEÓRICOS 18

A continuación se enuncian las funciones de caracterización utilizadas en el presente tra-

bajo.

DISTRIBUCIÓN DEL GRADO

El gradoki de un nodoi es una medida basada en información local. Se definePr(k)

como la fracción de nodos en el grafo que tienen gradok; dicho de otro modo,Pr(k) es

la probabilidad de que un nodo seleccionado aleatoriamentetenga gradok. Una gráfica

dePr(k) para cualquier grafo dado puede formarse haciendo un histograma de los grados

de los nodos. Este histograma representa la distribución del grado de un grafo [Newman,

2003]. Con base en lo anterior, se define aXG
k como el número de nodos enG con grado

k. Ası́, la probabilidad de que un nodo enG tenga gradok se expresa por:

Pr(k) =
1

n
XG

k , (2.5)

en la Figura 2.7 se muestra como obtener la distribución de grado para un grafo determi-

nado.

i 1 2 3 4 5 6 7 8

ki 5 4 3 4 3 2 3 4

b
b

b b

b
b0

1

0 1 2 3 4 5 6 7

Pr(k)

k

(c) Distribución del grado.

(a) Grados de los nodos.

ki XG
k Pr(k)

5 1 0.125

4 3 0.375

3 3 0.375

2 1 0.125

(b) Datos para calcularPr(k).

Figura 2.7: Distribución del grado para el grafo de la Figura 2.2.
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COEFICIENTE DE AGRUPAMIENTO

El coeficiente de agrupamientomide la tendencia a formar grupos de nodos [Albert

y Barabási, 2002; Newman, 2003] en el grafo. Para calcularlo se define el coeficiente de

agrupamiento del nodoi como la densidad del grafo inducidoSG
i por la vecindadΓ(i):

C(i) = den(SG
i ). (2.6)

El coeficiente de agrupamiento del grafoC(G) es el promedio del coeficiente de agrupa-

miento de los nodos deG:

C(G) =
1

n

∑

i∈VG

C(i). (2.7)

LONGITUD DE RUTA MÁS CORTA

Una caracterı́stica de interés en el estudio de redes complejas es lalongitud de ruta

más cortaque caracteriza al grafo que representa a determinada red compleja [Albert y

Barabási, 2002; Latora y Marchiori, 2001], la cual se definecomo el promedio de las

distancias geodésicas:

L(G) =
1

n(n− 1)

∑

{i,j}⊆VG
i6=j

di,j. (2.8)

DI ÁMETRO

El diámetrodel grafoD(G) se refiere a la longitud más grande de las distancias

geodésicas:

D(G) = máx
{i,j}⊆VG

i6=j

di,j. (2.9)
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EFICIENCIA

La eficiencia del grafoE(G) es una medida de cómo la información esintercambia-

da en todo el grafo [Latora y Marchiori, 2001]. La eficienciaǫij de comunicación entre

los nodosi y j se define comoǫi,j = 1/di,j ∀i, j ∈ VG. Cuando no existe una ruta entrei

y j, di,j = ∞, la eficiencia se define comoǫi,j = 0. La eficiencia globaldel grafoE(G)

se calcula promediando la eficiencia de comunicación entrecada par de nodos enG:

E(G) =
1

n(n− 1)

∑

{i,j}⊆VG
i6=j

ǫij . (2.10)

Se puede caracterizar las propiedades locales deG evaluando para cada subgrafo inducido

SG
i la eficiencia global. Se define laeficiencia localcomo el promedio de la eficiencia de

los subgrafos locales:

Eℓ =
1

n

∑

i∈VG

E(SG
i ). (2.11)

La eficiencia local es similar al coeficiente de agrupamiento, debido a que manifiesta

la tolerancia a fallas del sistema, mostrando que tan eficiente es la comunicación entre los

vecinos del nodoi cuando éste es removido. Por otro lado la eficiencia global es una

medida similar a la longitud de ruta ya que muestra la eficiencia con la cual se comunican

entre sı́ dos nodos cualesquiera del grafo. La ventaja de utilizar estas dos medidas radica

en que el estudio de la eficiencia en el intercambio de información cuando se presentan

ataques o fallos se puede extender a grafos no conexos y/o ponderados; esto es analizado

y discutido ampliamente por Latora y Marchiori [2001].

COEFICIENTE DE DISPERSÍON DEL GRADO

El coeficiente de dispersión del grado(ddc) [Ortega-Izaguirre, 2008; Santillánet

al., 2010] se define como una función basada en información local, la cual tiene como

objetivo medir la dispersión entre el grado de un nodoi y Γ(i). El coeficiente de dispersión

del grado para el nodoi representa la variación del grado entre el nodoi y la suma de los

grados de su conjunto vecinoΓ(i), se define como:

ddc(i) =
σ(i)

µ(i)
, (2.12)
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donde,

σ(i) =

√

1

|{i} ∪ Γ(i)|

∑

j∈Γ(i)

[kj − µ(i)]2 + [ki − µ(i)]2 (2.13)

y

µ(i) =
1

|{i} ∪ Γ(i)|

∑

j∈Γ(i)

[kj] + ki, (2.14)

dondeµ(i) es el grado promedio encontrado en el conjunto{i}∪Γ(i); ki y kj representan

el grado dei y j respectivamente. Para calcular el coeficiente de dispersi´on del grado

global, es decir para toda el grafo, se utiliza la siguiente fórmula:

ddc(G) =
1

n

∑

i∈VG

ddc(i), (2.15)

donden es el orden del grafo.

2.2.2 TIPOS DE REDES COMPLEJAS

Las redes complejas pueden representar diversos sistemas complejos ya sea biológi-

cos, tecnológicos y sociales; sin embargo comparten ciertas propiedades además de su

gran tamaño. Estas propiedades son:

Tienden a ser esparcidas:tienen baja densidad, considerando el número de nodos.

En grafos conn nodos, el máximo número aristas esn(n− 1)/2 [Hayes, 2000]. En

las redes del mundo real el número de aristas es generalmente más cercano an que

an(n− 1)/2.

Tienden a ser agrupadas:las aristas en la red no están distribuidas uniformemente

sino tienden a formar grupos [Hayes, 2000]. Por ejemplo en las redes sociales si dos

personas están relacionadas con un tercero, es muy posibleque esas dos personas

se conozcan mutuamente.

Tienden a tener díametro pequẽno: un grafo conexo debe tener al menosn − 1

aristas y el diámetro más largo posible esn − 1. Por otra parte un grafo completo

conn(n − 1)/2 aristas tiene un diámetro de1. Serı́a de esperarse que grafos con

un número de aristas cercano al mı́nimo número de aristas en la red tengan un gran
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diámetro. Sin embargo en las redes complejas el diámetro suele estar alrededor de

log n, valor que es mucho más pequeño quen [Albert et al., 2000]. Considerando

la definición de diámetro dada anteriormente, es claro queen estas redes la distan-

cias entre los nodos tienden a ser cortas; mientras la red crece en algunos casos el

dı́ametro disminuye [Leskovecet al., 2005].

En resúmen, las redes complejas que representan sistemas del mundo real presentan

un alto coeficiente de agrupamiento y una longitud caracter´ıstica pequeña [Watts y Stro-

gatz, 1998]. La presencia de estas dos propiedades en las redes complejas es conocida

como efecto depequẽno mundo(en inglés:small world). La manifestación más popular

depequẽno mundoes el concepto de “seis grados de separación” reportado porMilgram

[1967] quien realizó un experimento para examinar la longitud de ruta de conocidos entre

pares de personas en los Estados Unidos.

Independientemente de estas propiedades comunes, las redes complejas se pueden

diferenciar a través de la distribución del grado, la cualproporciona una idea acerca de

la conectividad más no de cómo está estructurada. La ideade tener redes de diferente

estructura con la misma distribución del grado es analizada por Alderson [2008] y se

ejemplifica en la Figura 2.8. Sin embargo aún con esta desventaja evidente la clasificación

de las redes complejas en la literatura existente [López, 2007], se realiza de acuerdo con

la distribución del grado, clasificándolas enredes aleatorias, redes de libre escalay redes

exponenciales.

Figura 2.8: En estos tres grafos se puede observar que la distribución del grado
es la misma; en los tres se tiene uno nodo con grado cuatro, cuatro nodos con
grado dos y cuatro nodos con grado uno, pero la estructura en estos tres grafos es
diferente.
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REDES ALEATORIAS

Como se mencionó al inicio de este capı́tulo, la teorı́a de grafos se originó en el siglo

XVIII con los trabajos de Euler [1741] acerca de la solucióndel problema de los puentes

de Königsberg. En el siglo XX la teorı́a de grafos se volviómás estadı́stica y algorı́tmica.

Una particular fuente de ideas es el estudio degrafos aleatoriosen los cuales las aristas

se distribuyen aleatoriamente.

La teorı́a de grafos aleatorios comenzó su desarrollo a finales de los 50’s y co-

mienzos de los 60’s. Gilbert [1959] introdujo sumodelo de grafos aleatoriosGn,p donde

{Xi,j : 1 ≤ i ≤ j ≤ n} es un arreglo de variables aleatorias de Bernoulli idéntica e

independientemente distribuidas con Pr(Xij = 1) = p y Pr(Xij = 0) = 1 − p, por tanto

Gn,p es un grafo conn nodos en el cual los nodosi y j son adyacentes, siXij = 1 [Bo-

llobás, 2001]. En otras palabras, se fija el número de nodosn y se añaden aristas con una

probabilidadp independientemente una de otra. Los grafos generados con este enfoque

son llamadosgrafos aleatorios uniformes, ya que la probabilidad de que dos nodosi y j

estén conectados es uniforme.

(a) Estructura de una red
aleatoria.
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(b) Gráfica de la distribucíon del grado.

Figura 2.9: En la Figura 2.9(a) se aprecia la estructura de una red aleatoria donde
se puede observar como cada nodo se relaciona aproximadamente con la misma
cantidad de nodos. En la Figura 2.9(b) se muestra la distribución del grado obte-
nida para una red aleatoria con350 nodos,9,157 aristas,δ(G) = 83,∆(G) = 131,
〈k〉 = 104. Los cı́rculos representan la distribución del grado real, la lı́nea conti-
nua representa la distribución del grado calculada con la Ecuación 2.17.
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En estos grafos aleatorios, la probabilidadPr(k) de que un nodo tenga gradok sigue

unadistribución binomialcon parámetrosn− 1 y p:

Pr(k) = Ck
n−1p

k(1− p)n−1−k =

(

n− 1

k

)

pk(1− p)n−1−k. (2.16)

Para valores grandes den, la distribución del grado sigue aproximadamente una

distribución de Poisson, de ahı́ que la probabilidad de que un nodo tenga gradok es:

Pr(k) ∼
〈k〉ke−〈k〉

k!
. (2.17)

Dado que una red aleatoria las aristas entre los nodos son establecidas aleatoria-

mente, la mayorı́a de los nodos tiene aproximadamente el mismo grado, cercano al grado

promedio de la red〈k〉. En la Figura 2.9 se muestra un ejemplo de la estructura de unared

aleatoria y la distribución del grado.

REDES DE LIBRE ESCALA

En la década de los 90’s diversos investigadores como Albert et al. [2000] y Fa-

loutsoset al. [1999] descubrieron que la distribución del grado en las redes del mundo

real como el World Wide Web, Internet, redes de proteı́nas y metabolismo, las redes de

lenguaje3 y sociales, difieren a la distribución de Poisson, exhibiendo una distribución del

grado deley de potencias(en inglés:power-law):

P (k) ∼ k−γ . (2.18)

Las redes este tipo de distribución son llamadas delibre escala(en inglés:scale-

free), debido a que independientemente de la escala, es decir delnúmero de nodos, la

distribución del grado no cambia. La caracterı́stica tı́pica de estas redes es que un conjun-

to reducido de nodos que conforman la red tienen un gran numero de enlaces (un grado

muy alto) y resto de los nodos tienen pocos enlaces (un grado pequeño) [Barabási, 2005;

Newman, 2003]. Esta caracterı́stica permite que la tolerancia a fallas aleatorias sea grande,

pero si los nodos con grado muy alto llamados nodos centralesson atacados intencional-

mente esta red es muy vulnerable [Albertet al., 2000].

3Red formada por palabras conectadas por relaciones sintácticas.
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(a) Estructura de una red
de libre escala.
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(b) Gráfica de la distribucíon del grado.

Figura 2.10:En la Figura 2.10(a) se aprecia la estructura de una red de libre esca-
la; en este tipo de red pocos nodos tienen un alto grado y la mayorı́a de los nodos
tiene grado pequeño. En la Figura 2.10(b) se muestra la distribución del grado
obtenida para una red de libre escala con6,474 nodos,12,572 aristas,δ(G) = 1,
∆(G) = 1,458, 〈k〉 = 3.8. Los cı́rculos representan la distribución del grado real,
la lı́nea continua representa la distribución del grado obtenida mediante mı́nimos
cuadrados para la Ecuación 2.18 conγ = 2.09.

En esta distribución el parámetroγ decrece desde∞ hasta cero, siendo un paráme-

tro de control que describe que tan rápido decae la frecuencia de aparición del gradok,

de manera que el grado promedio de la red se incrementa a medida queγ se decrementa.

En este casoP (k) no tiene un pico definido, y para unak grande decae aproximadamente

como una serie de potencias, apareciendo como una lı́nea recta en una gráfica en escala

logarı́tmica en ambos ejes, con poco ruido al inicio y mucho ruido al final. Esto se ejem-

plifica en la Figura 2.10(b) donde se hace un ajuste por medio de mı́nimos cuadrados,

omitiendo ese ruido para obtener el valor deγ; si el ruido no se omitiera al hacer el ajuste,

la lı́nea mostrarı́a una menor pendiente.

EXPONENCIALES

Aunque las redes de libre escala son comunes, también existen casos de redes que

exhiben una distribución del grado exponencial como la redde energı́a del sur de Califor-

nia [Amaralet al., 2000] y la red de vı́as de ferrocarril de la India [Senet al., 2003]; a

estas redes se les llama redesexponenciales.
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En estas redes la distribución del gradoP (k) muestra un pico en〈k〉 y después cae

exponencialmente para valores grandes dek:

P (k) ≈ βe−αk. (2.19)

(a) Estructura de una red
exponencial.

0

0.05

0.1

0.15

0 5 10 15 20 25 30 35
P
r(
k
)

k

1

n
XG

k

βe−αk

(b) Gráfica de la distribucíon del grado.

Figura 2.11:En la Figura 2.11(a) se aprecia la estructura de una red exponencial.
En la Figura 2.11(b) se muestra la distribución del grado obtenida para una red
aleatoria con400 nodos,1,982 aristas,δ(G) = 5, ∆(G) = 31, 〈k〉 = 9.9. Los
cı́rculos representan la distribución del grado real, la lı́nea continua representa la
distribución del grado obtenida realizando un ajuste de m´ınimos cuadrados para
la Ecuación 2.19 dondeβ = 0.4 y α = 0.18.

Este tipo de red no es muy tolerante a fallas aleatorias; al eliminar cualquier no-

do el daño es similar, debido a que cada nodo en la red se relaciona aproximadamente

con la misma cantidad de nodos [Albertet al., 2000]. En la Figura 2.11(b) se hace un

ajuste de mı́nimos cuadrados para obtener la curva que describe el comportamiento de la

distribución exponencial, ignorando cualquier ruido quese pueda tener.

2.2.3 MODELOS DE GENERACÍON DE REDES COMPLEJAS

En un principio los modelos de generación de grafos aleatorios no tenı́an como

objetivo capturar propiedades de las redes del mundo real; más bien se enfocaban en

analizar la existencia de ciertas estructuras y comportamiento de los algoritmos aplicados

a la problemas de grafos. Sin embargo hoy en dı́a los modelos de generación son una

herramienta importante que buscan reproducir grafos que comparten ciertas propiedades
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de las redes del mundo real para analizar y comprender procesos que se llevan a cabo

en estas redes [Barabási y Albert, 1999]. A continuación se describen cinco modelos de

generación de grafos que buscan capturar ciertas caracterı́sticas de las redes del mundo

real y que son de interés para el desarrollo del presente trabajo.

MODELO DE ERDŐS-RÉNYI (ER)

El modelo de Erdős y Renyı́ [1960] comienza fijando el número de nodosn y el

número de aristase que tendrá el grafo. Al principio se tienen losn nodos desconectados.

En el siguiente paso se seleccionan uniformente al azare aristas de las
(

n

2

)

posibles. El

modelo formal es conocido como el modeloGn,e; en el presente trabajo se hace referencia

a los grafos generados con este modelo como grafos ER.

MODELO DE WATTS-STROGATZ (WS)

Watts y Strogatz [1998] reevaluaron el empleo de grafos aleatorios como modelos

de redes del mundo real, ya que hasta entonces se asumı́a que la conexión entre los nodos

era regular o aleatoria. Sin embargo observaron que muchas redes biológicas, tecnológicas

y sociales se encontraban en algún lugar entre estos dos extremos; véase Figura 2.12. Estas

redes tenı́an dos caracterı́sticas particulares unalto coeficiente de agrupamiento, como una

red regular, y unalongitud de ruta pequẽna, como una red aleatoria. Para lograr reproducir

este tipo de redes, propusieron un modelo donde existe un proceso de reconexión sobre

una red regular y nombraron a estas redespequẽno mundo.

Figura 2.12: El proceso de reconexión tiene como objetivo interpolar entre una
red regular y una red aleatoria, sin alterar el número de nodos y aristas.

El modelo comienza fijando el número de nodosn los cuales son colocados en un

cı́rculo. Cada nodo es conectado con losk vecinos cercanos a su izquierda y derecha
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formando un anillo; esto produce un alto coeficiente de agrupamiento. Para introducir una

longitud de ruta pequeña se selecciona una probabilidad dereconexíonpr muy pequeña y

para cado nodov, con una probabilidadpr, se reconecta uniformemente al azar una arista

dev con un nodo del conjuntoVG. En el presente trabajo a los grafos generados con este

modelo se denotan como grafos WS.

MODELO BARABÁSI-ALBERT (BA)

En 1999 un grupo de investigadores [Barabási y Albert, 1999] observaron una carac-

terı́stica que no era reproducida por los grafos aleatoriosni los grafos de pequeño mundo

esta caracterı́stica tiene que ver con la distribución delgrado. En los grafos aleatorios y

pequẽno mundola distribución del grado siguen una distribución de Poisson, pero las re-

des del mundo real presentan una distribución que se aproxima a laley de potencias. Para

reproducir grafos con esta caracterı́stica, Barabási y Albert [1999] introducen un modelo

basado encrecimientoy enlace preferencial.

El modelo supone la existencia de un grafo inicial conn0 nodos ye0 aristas. A

cada pasot se añade un nuevo nodo que se conectará con nodos ya existentes en el grafo:

cada nuevo nodo se conectará conm aristas al grafo dondem ≤ n0. La manera en que

se agregan las aristas es otorgando cierta preferencia a losnodos existentes en el grafo

dependiendo de sus grados. Se asume que la probabilidadΠ de que un nuevo nodo sea

enlazado al nodoi depende del gradoki, tal que:

Π(ki) =
ki

∑

j∈VG

kj
. (2.20)

Después det lapsos de tiempo, el procedimiento resulta en una red conn = t + n0

nodos y cone = m× t+ e0 aristas. En el presente trabajo a los grafos generados con este

modelo se denotan como grafos BA.

MODELO DE KLEINBERG (KL)

El modelo propuesto por Kleinberg [2000] pretende capturarel aspecto algorı́tmico

de la investigación de Milgram [1967]; sigue el paradigma de Watts y Strogatz [1998] de

tener muchas conexiones locales y unas cuantas conexiones de largo alcance. A diferencia

del modelo de Watts y Strogatz, en lugar de usar un anillo comoestructura básica, se tiene
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una rejilla de dos dimensiones. Se comienza con unn nodos colocados en una rejilla

de s × s puntos. Cada nodo se identifica por su posición en la rejillav = (i, j), i, j ∈

{1, 2, . . . , s}. Las conexiones localesde un nodov se establecen con todos los nodos

ubicados en un radiop > 1, usando ladistancia de Manhattan:

dist(v, u) = dist((i, j), (k, l)) = |k − i|+ |l − j|. (2.21)

Para la conexiones de largo alcance se fija un númeroq > 0 aristas que serán asignadas a

cada nodov ∈ VG aleatoria e independientemente, cada arista se elige con una probabili-

dad proporcional a dist(v, w)−r, donder ≥ 0; no se permiten aristas duplicadas. En este

trabajo a los grafos generado con este modelo se denotan comografos KL .

MODELO DE GRAFOS GEOḾETRICOS ALEATORIOS(RGG)

Los grafosgeoḿetricos aleatorioso RGG por sus siglas (en inglés:random geo-

metric graphs) — estudiados por Penrose [2003] — tienen sus orı́genes en los traba-

jos de Gilbert. Recientemente han sido de gran relevancia para modelar redes sensoras e

inalámbricas [Avin, 2006].

El modelo para generar este tipo de grafos comienza fijando elnúmero de nodosn

y un radio de conexiónr < 1. A cada nodo se le asigna uniformemente al azar un punto

P de coordenada(x, y) dentro de un cuadro unitario. Para establecer las conexiones entre

los nodos, se toman las coordenadas de los nodos para calcular la distancia euclidiana:

dist(P1, P2) =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2. (2.22)

Dos nodos se conectan si su distancia euclidiana es menor o igual al radio de conexión

r. Por esta razón se dice que un grafo RGG es un grafo aleatoriocon una métrica [Avin,

2006].

2.3 COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL

La complejidad computacionales una rama de la teorı́a de la computación que se

encarga de clasificar problemas computacionales de acuerdoa su dificultad. Para estudiar

la dificultad de los problemas es necesario tener claros conceptos como problema, instan-

cia y algoritmo. Unproblemaes un pregunta que requiere respuesta y posee uno o más

parámetros. Un problema está definido por una descripción detallada de sus parámetros y
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un enunciado acerca de qué propiedades se deben satisfacercon la respuesta que se dé.

Una instanciadel problema se obtiene al especificar valores particularesa los paráme-

tros del problema, de ahı́ que un problema tiene asociado un conjunto de instancias que

posiblemente sea infinito. Unalgoritmoes un procedimiento formal para encontrar la res-

puesta correcta a la pregunta de un problema para cierta instancia del problema.

Por ejemplo el problema desatisfactibilidad booleana(SAT), donde dada una ex-

presión booleana, se desea saber si existe o no una asignación de verdad para las variables

que haga la expresión verdadera. Una instancia de este problema es una expresión boo-

leana especı́fica. Otro problema computacional interesante es elcoloreo de grafos. El

objetivo de este problema es asignar distintos “colores” (generalmente representado por

números enteros) a los nodos de un grafo, de manera que dos nodos unidos por una arista

tengan colores diferentes [Chartrand y Zhang, 2008]. Una asignación de colores de este

tipo se denomina uncoloreo legal.

En la teorı́a de complejidad computacional [Papadimitriou, 1994], los problemas

computacionales que se abordan son problemas llamadosproblemas de decisión que re-

quieren como respuesta“s ı́” si existe solución al problema o“no” si no existen solucio-

nes. También abordaproblemas de optimizaciónde los cuales se hablará en la Sección 2.5.

Para definir términos relacionados con la teorı́a complejidad computacional en esta sec-

ción se trabajará con problemas de decisión; el problemaSAT mencionado anteriormente

es un ejemplo de un problema de decisión.

La dificultad de un problema está asociada a la cantidad de recursos computaciona-

les ya sea el tiempo de cómputo o el espacio en memoria que necesita un algoritmo para

decidir el problema, es decir, que lo resuelva. Generalmente se mide eltiempo de ćomputo

o el espacio en memoriaen función del tamaño de la instancia.

Unaclase de complejidadestá conformada por un conjunto de problemas decisión

que comparten caracterı́sticas acerca de cómo son resueltos. Una clase de complejidad se

define de acuerdo a ciertos parámetros, los cuales se detallan en subsecuentes secciones.

Estos son:

Un modelo de ćomputo, tal como una máquina de Turing.

El modode llevar a cabo el cómputo: determinista o no determinista.

El recursoque se desea acotar, ya sea tiempo o espacio.

Unafunción cota que toma como parámetro el tamaño de la instancian.
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Por lo regular es de interés que latasa de crecimientode las funciones que definen la

cota en función del tamaño de la instancia seapolinomial; esto nos indica requerimientos

de tiempo de ćomputo aceptables. En contraste,tasas de crecimiento exponencialcausan

preocupación y podrı́amos llegar a decir que el problema esintratable, es decir,no tener

una solucíon práctica incluso en instancias del peor caso de un tamaño pequeño.

Otra rama de la teorı́a de la computación es la teorı́a decomplejidad parametrizada

[Flum y Grohe, 2006], en la cual se define una cota en función del tamaño de la instancia

y un parámetro del problema.

A continuación se abordan ciertos temas fundamentales para comprender cómo se

realiza la clasificación de problemas en clases de complejidad comoP o NP y además

comprender conceptos de la teorı́a de complejidad parametrizada.

2.3.1 ANÁLISIS DE ALGORITMOS

Cuando se tiene un problema es importante estimar la cantidad de tiempo de pro-

cesamiento y espacio en memoria que un algoritmo necesitar´a para resolverlo. Para ello

es necesario estimar teóricamente estos recursos, principalmente el tiempo de cómputo,

el cual está asociado con el tiempo que lleva a un algoritmo realizar una operación básica

[Baase y Gelder, 1999].

La eficiencia computacionalde un algoritmo se mide como elnúmero de opera-

ciones b́asicasque realiza en función del tamaño de la instancian. Generalmente para

analizar un algoritmo se aisla una operación especı́fica que sea fundamental para el pro-

blema que se estudia. Por ejemplo, para el problema de ordenar un arreglo, las operaciones

básicas son las comparaciones y asignaciones.

Además de las operaciones básicas que se tomen en cuenta y del tamaño de la ins-

tancia, se debe considerar la “naturaleza de la instancia”.Por ejemplo un algoritmo para

ordenar números podrı́a efectuar poco trabajo si esos números están parcialmente ordena-

dos en comparación a que están totalmente desordenados que serı́a elpeor caso. General-

mente se estima los recursos a utilizar considerando el comportamiento del algoritmo en

el peor casode una instancia.

Al asociar una unidad de tiempo a cada operación básica, setendrá el tiempo de

cómputoT (n) y es de interés particular calcular su “complejidad” ensentido asint́otico,

es decir, para un tamaño de instancia suficientemente grande, cuandon tiende a infinito.
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Figura 2.13: Crecimiento de funciones comúnmente encontradas en el an´alisis
de algoritmos.

Cuando se estudia el comportamiento asintótico, se estudia la velocidad de creci-

mientodeT (n) conforme el tamaño de la instancia aumenta asociando aT (n) funcio-

nesf(n) que caracterizan su comportamiento. La importancia de realizar este análisis en

sentido asintótico se ilustra en la Figura 2.13 en donde se muestran algunas funciones

comúnmente encontradas en el análisis de algoritmos. Se puede observar que para valores

pequeños dex el orden de crecimiento de las funciones no es apreciable, por lo cual es im-

portante apreciar el orden de crecimiento para valores suficientemente grandes dex. Para

hacer referenciar al comportamiento asintótico de los algoritmos se definen las siguientes

notaciones:

Definición 2.1 Seanf(n) y g(n) funciones deN→ R:

(a) f(n) ∈ O(g(n)) si ∃c > 0, n0 ≥ 0 tal que∀n ≥ n0, |f(n)| ≤ c · |g(n)|. Se tiene

entonces queg(n) es una cotasuperior.

(b) f(n) ∈ Ω(g(n)) si ∃c > 0, n0 ≥ 0 tal que∀n ≥ n0, |f(n)| ≥ c · |g(n)|. Se tiene

entonces queg(n) es una cotainferior .

(c) f(n) ∈ Θ(g(n)) si∃c, c′ > 0, n0 ≥ 0 tal que∀n ≥ n0, c· |f(n)| ≤ |g(n)| ≤ c′ · |f(n)|.

Se tiene entonces queg(n) es una cotaestrecha.

La notaciónO(f(n)) indica que el tiempo de cómputo de un algoritmo está a lo

más caracterizado porf(n), siendo ésta la cota que nos interesa estudiar cuando se habla

de complejidad computacional. Al seleccionar o diseñar algoritmos para solucionar un
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problema es importante considerar tasas de crecimiento deltiempo de cómputo sean poli-

nomiales o de orden inferior en lugar de tasas de crecimientoexponenciales o factoriales,

sin embargo aún con tasas de crecimiento polinomial para instancias del problema muy

grandes el tiempo de procesamiento tiende a ser mayor. Por ejemplo en la Tabla 2.1 se

muestra para diferentes valores den el tiempo de ejecución para un algoritmo que necesi-

taf(n) operaciones básicas si cada operación básica toma un microsegundo de ejecución;

es importante notar que para tamaños de entrada pequeñas el tiempo de ejecución para

algoritmos con comportamientoO(2n) es de segundos pero conforme va creciendo el ta-

maño de entrada los tiempos de ejecución — en el peor de los casos — llevarı́a siglos

incluso más tiempo que la edad calculada del universo, lo cual se marca en la tabla como

∞, aunque no es en sı́ infinito sino un valor extremadamente grande.

Tabla 2.1: Tiempo que se llevará un algoritmo con comportamientof(n) para
entradas de tamañon, si cada operación básica toma un microsegundo de ejecu-
ción.

❍
❍
❍
❍
❍❍

f(n)
n

10 100 1,000 10,000

log n 4× 10−6 seg 2× 10−6 seg 3× 10−6 seg 4× 10−6 seg
n 1× 10−5 seg 1× 10−4 seg 1× 10−3 seg 1× 10−2 seg

n log n 1× 10−5 seg 2× 10−4 seg 3× 10−3 seg 4× 10−2 seg
n3 1× 10−3 seg 1 seg 16.67 min 11.57 dı́as
2n 1× 10−3 seg 4× 1014 siglos 3× 10285 siglos “∞”

Definir las operaciones básicas de un algoritmo es adecuadocuando se requiere ana-

lizar algoritmos especı́ficos o comparar algoritmos. En la teorı́a de complejidad compu-

tacional las operaciones básicas son definidas por un modelo matemático; uno de estos

modelos es la máquina de Turing.

2.3.2 MÁQUINAS DE TURING

La máquina de Turinges un modelo formal simple pero suficiente para estudiar

muchos aspectos de la computación como su eficiencia y es capaz de expresar cualquier

algoritmo. La máquina de Turing usa una sola estructura de datos, una cadena de sı́mbolos

en una cinta en la cual un cursor realiza operaciones como leer un sı́mbolo de la cadena,

desplazarse sobre la cinta y escribir un nuevo sı́mbolo en laposición actual, las operacio-

nes a realizar se basan en un conjunto de “reglas”.
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Formalmente una máquina de Turing se define como una tuplaM = (Q, Σ, δ, q0)

donde:

Q: un conjunto finito deestados.

Σ: un conjunto finito deśımbolosque siempre contiene el sı́mbolo enblanco’⊔’ y

el sı́mbolo decomienzo’⊲’; a este conjunto también se le conoce comoalfabeto.

δ: es unafunción de transicíonque mapeaQ×Σ→ (Q∪{h, “si”, “no” })×σ×{←

(izquierda),→ (derecha),−(no moverse)}.

qo: es elestado inicialqo ∈ Q.

Se asume que el estadoh esestado de paro(en inglés:halt), “sı́” es elestado de aceptación

y “no” el estado de rechazo. En pocas palabrasδ es una regla que especifı́ca para cada

combinación de un estado actualq ∈ Q y un sı́mbolo actualσ ∈ Σ una transición a

un estadop, un sı́mboloρ con el cual se sobreescribeσ y el cursor se mueve hacia una

dirección o se queda en la posición actual; esto esδ(q, σ) → (p, ρ,D), dondeD = {←

,→,−} son las direcciones a las cuales se puede mover el cursor que lee los sı́mbolos.

La máquina siempre realiza una transición hasta que se alcanza algún estado de paro{h,

“sı́”, “no” }; si es ası́ se dice que la máquinaM ha parado.

Denotamos la cadena de entrada para la máquina de Turing comox ∈ Σ∗. El sı́mbo-

lo ∗ es la cerradura de Kleene;A∗ es el conjunto formado por todas las cadenas posibles

que pueden formarse con los sı́mbolos enA, incluida la cadena de longitud cero, es decir,

la cadena vacı́a. Dadox, siM llega al estado “sı́”, se escribeM(x) = “sı́” y se dice que

M aceptala entradax. Si se llega al estado “no”,M(x) = “no”, se dice queM rechazala

entradax. Sih se ha alcanzado la salida es la cadena deM al tiempo del paro y se denota

comoy, M(x) = y. Si M nunca llega a un estado de paro con la cadenax, se escribe

M(x) =“ր”.

Como ejemplo considérese una máquinaM donde:

Q = {s, q, q0, q1},

Σ = {0, 1,⊔,⊲},

qo = s,

x = 010,

(2.23)

y δ está definida en la Figura 2.14 donde también se muestra la computación de la cadena

x. Esta máquinaM simplemente inserta un espacio en blanco entre el sı́mbolo de inicio
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y la cadena de entradax. Cada combinación de estado, posición del cursor y sı́mbolo

en la cinta de la máquina de Turing se le conoce comoconfiguracíon. Formalmente una

configuración deM es una tripleta(q, w, v), dondeq ∈ Q es un estado yw, v ∈ Σ∗, w

es la cadena del lado izquierdo del cursor yv es la cadena del lado derecho del cursor

incluyendo la posición donde se encuentra el cursor. Cuando se va de una configuración

a otra se dice que se ha dado unpaso; en este ejemplo, de la configuración inicial a la

final se dieron15 pasos. Las máquinas de Turing son ideales para resolver cierto tipos

q ∈ Q σ ∈ Σ δ(q, σ)
s 0 (s, 0,→) 0. s, ⊲010
s 1 (s, 1,→) 1. s, ⊲010
s ⊔ (q,⊔,←) 2. s, ⊲010
s ⊲ (s,⊲,→) 3. s, ⊲010
q 0 (q0,⊔,→) 4. s, ⊲010⊔
q 1 (q1,⊔,→) 5. q, ⊲010⊔
q ⊔ (q,⊔,−) 6. q0, ⊲01 ⊔ ⊔
q ⊲ (h,⊲,→) 7. s, ⊲01⊔0
q0 0 (s, 0,←) 8. q, ⊲01 ⊔ 0
q0 1 (s, 0,←) 9. q1, ⊲0 ⊔ ⊔0
q0 ⊔ (s, 0,←) 10. s, ⊲0⊔10
q0 ⊲ (h,⊲,→) 11. q, ⊲0 ⊔ 10
q1 0 (s, 1,←) 12. q0, ⊲ ⊔ ⊔10
q1 1 (s, 1,←) 13. s, ⊲⊔010
q1 ⊔ (s, 1,←) 14. q, ⊲ ⊔ 010
q1 ⊲ (h,⊲,→) 15. h, ⊲⊔010

Figura 2.14:En la parte izquierda tenemos la definción de una máquina deTuring
y a la derecha su computación el sı́mbolo “x” indica la posición del cursor en la
cadena que se está procesando.

de problemas especializados sobre cadenas, como aceptar o decidir lenguajes. De hecho,

los problemas de decisión pueden describirse como lenguajes sombre alfabetos finitos. A

continuación se listan unas definiciones de utilidad.

SeaL ⊂ (Σ \ {⊔})∗ un lenguaje, es decir, un conjunto de cadenas de sı́mbolos. Sea

M una máquina de Turing tal que para cada cadenax ∈ (Σ \ {⊔})∗. Decimos queM

decideL si y solo six ∈ L, entoncesM(x) = “sı́”; si x 6∈ L entoncesM(x) = “no”. Si

M decideL entoncesL es unlenguaje recursivo.

Una máquina Turingaceptaun lenguajeL si para toda sucesiónx ∈ (Σ \ {⊔})

aplica que six ∈ L,M(x) = “sı́”, pero six 6∈ L,M(x) = “ ր”. Los lenguajes aceptados

por alguna máquina Turing sonrecursivamente numerables.
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Lasfunciones computablesson el objeto básico de estudio de la teorı́a de la compu-

tabilidad y consisten en las funciones que pueden ser calculadas por una máquina de

Turing. Suponga quef : (Σ \ {⊔})∗ → Σ∗ y seaM una máquina de Turing con alfabeto

Σ, se dice queM computaa f si ∀x ∈ (Σ \ {⊔})∗, M(x) = f(x). Si talM existe,f es

llamadafunción recursiva.

Para definir formalmente el tiempo y el espacio requerido poruna máquina de Tu-

ring para hacer computaciones, se debe introducir una generalización de esta. La máquina

de Turing conmúltiples cadenaso más bien máquina de Turing conk cadenas, donde

k ≥ 1. La máquina se define como anteriormente se hizo, la función de transición decide

el siguiente estado igual que antes, solo que ahora decide para cada cadena el sı́mbolo a

escribir y la dirección del cursor viendo el estado y sı́mbolo actual de cada cadena.

El resultado de la computación de una máquina de Turing dek cadenas con entrada

x es como en la descrita anteriormente (k = 1) con la sola diferencia que la salida se

lee de la última cadena cuando la máquina se detiene. La configuración y el número de

pasos se define análogamente a como se definió anteriormente. Si para una máquina con

k cadenas se llega de una configuración inicial a una configuración de paro ent pasos,

entonces el tiempo requerido porM sobre la entradax est. Es decir, el tiempo requerido es

simplemente el número de pasos para parar. SiM(x) = “ր” entonces el tiempo requerido

porM sobrex es infinito.

Seaf : N → N y n = |x| la longitud de la cadenaX. Se dice que la máquina

M opera en tiempof(n) para cualquier entradax, el tiempo requerido porM sobrex es

O(f(n)). Supongamos que un lenguajeL ⊂ (Σ \ {⊔}) es decidido por una máquina de

Turing con múltiples cadenas en tiempof(n). Se dice queL ∈ TIME(f(n)). Esto es

TIME(f(n)) un conjunto de lenguajes que pueden ser decididos por máquina de Turing

con múltiples cadenas que operan en un tiempo acotado porf(n). TIME(f(n)) es una

clase de complejidadde tiempo, pero también se tienen clases de complejidad de espacio.

Cuando la máquina de Turing para, el cursor se detiene en cierta posición de la

última cinta; denotemosw como la parte izquierda de la cadena tomando en cuenta el

sı́mbolo sobre el cual está el cursor yu la parte de la cadena a la derecha del cursor

incluyendo la posición donde se encuentra el cursor. Entonces elespacio requeridopor

M es
∑

i=1 |wiui|. Supongase ahora quef : N→ N. Entonces decimos que una máquina

de TuringM opera en un espacio acotado porf(n). SeaL un lenguaje, decimos que

L están en la clase de complejidad de espacioSPACE(f(n)) si existe una máquina de

Turing que decidaL y opere en un espacio acotado porf(n).
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Una máquinano deterministaes una tuplaN = (Q, Σ, ∆, q0) dondeQ,Σ y q0 se

definen de igual manera que lo hicimos anteriormente. En una máquina no determinista

no tiene una sola acción siguiente definida, sino una opción de acciones: unarelación

∆ ⊂ (Q× Σ)× [(Q ∪ {h, “sı́” , “no”})× Σ×D]. (2.24)

Esto es para cada combinación de estado sı́mbolo hay una o m´as acciones posibles a rea-

lizar. Una entrada esaceptadasi hay más de una secuencia de opciones no determinadas

que resulten en “sı́”. Otras opciones podrı́an resultar en rechazo, una computación acep-

table es suficiente. La cadena esrechazadasi y solo si no hay secuencias de opciones que

conduzcan a aceptar la cadena.

Se dice que una máquinaN decide un lenguajeL en tiempoO(f(n)), siN decide

L y hay k cantidad de pasos de una configuración inicial a una configuracion de paro;

entoncesk ≤ f(|x|). Esto es, se requiere queN , además de aceptar aL, no tenga rutas de

computación más grandes quef(n). El conjunto de lenguajes decididos por una máquina

de Turing no determinista en tiempoO(f(n)) es la clase de complejidadNTIME(f(n)).

2.3.3 CLASES DE COMPLEJIDAD

Con las definiciones anteriores, podemos definir lasclases de complejidad. Dada

una funciónf(n), se consideran las siguientes clases:

ClaseTIME (f(n)) es el conjunto de lenguajesL tales que unamáquina de Turing

deterministadecide en tiempoO(f(n)).

ClaseNTIME (f(n)) es el conjunto de lenguajesL tales que unamáquina de Turing

no deterministadecide en tiempoO(f(n)).

ClaseSPACE(f(n)) es el conjunto de lenguajesL tales que unamáquina de Turing

deterministadecide usando un espacioO(f(n)).

ClaseNSPACE(f(n)) es el conjunto de lenguajesL tales que unamáquina de Tu-

ring no deterministadecide usando un espacioO(f(n)).

Ahora bien en base a la familia de funciones parametrizadas por un enterok > 0

que acotan el recurso, en este caso el tiempo, se definen las siguientes clases:
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ClaseP es el conjunto de lenguajesL tales que una máquina de Turing determinista

decide en tiempo polinomial:

P =
⋃

k>0

TIME (nk). (2.25)

ClaseNP es el conjunto de lenguajesL tales que una máquina de Turing no deter-

minista decide en tiempo polinomial:

NP =
⋃

k>0

NTIME (nk). (2.26)

ClaseEXP es el conjunto de lenguajesL tales que una máquina de Turing determi-

nista decide en tiempoTIME (2n
k

).

ClaseNEXP es el conjunto de lenguajesL tales que una máquina de Turing no

determinista decide en tiempoNTIME (2n
k

).

A continuación se definen las clases en base a la familia de funciones parametrizadas

por un enterok > 0 sobre el espacio:

ClasePSPACE es el conjunto de lenguajesL tales que una máquina de Turing

determinista decide usando un espacio polinomial:

PSPACE=
⋃

k>0

SPACE(nk). (2.27)

ClaseNPSPACEes el conjunto de lenguajesL tales que una máquina de Turing no

determinista decide usando un espacio polinomial:

NPSPACE=
⋃

k>0

NSPACE(nk). (2.28)

ClaseL es el conjunto de lenguajesL tales que una máquina de Turing determinista

decide en tiempo polinomialSPACE(log n).

ClaseNL es el conjunto de lenguajesL tales que una máquina de Turing no deter-

minista decide en tiempo polinomialNSPACE(logn).
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Hay una serie de inclusiones entre las distintas clases de complejidad:

SPACE(f(n)) ⊆ NSPACE(f(n)) (2.29)

y

TIME (f(n)) ⊆ NTIME (f(n)). (2.30)

Se han dedicado muchos esfuerzos a estudiar las relaciones entre las diferentes clases de

complejidad y todavı́a quedan problemas abiertos como ¿P = NP o P 6= NP? [Fortnow,

2009]. Se tiene claro queP⊆ NP, pero no se ha conseguido aún demostrar que oP = NP

o queP 6= NP. Para demostrar la primera,P = NP, serı́a necesario demostrar que todo

problema enNP puede resolverse con una máquina de Turing determinista entiempo

polinomial. Para demostrar la segunda,P 6= NP, habrı́a que encontrar un problemaNP

que no esté enP, es decir, un problema para el que exista una máquina de Turing no

determinista de complejidad en tiempo polinomial para el que nunca pueda encontrarse

una determinista de la misma complejidad.

Se ha demostrado quePSPACE= NPSPACE, un resultado que suguiere fuertemen-

te que el no determinismo es menos poderoso con respecto al espacio que con respecto al

tiempo [Papadimitriou, 1994]. Con esta información se pueden hacer las siguientes inclu-

siones:

L ⊆ P⊆ NP⊆ PSPACE= NPSPACE. (2.31)

2.3.4 REDUCCIONES

Las clases de complejidad contienen un conjunto infinito de lenguajes. Por ejemplo

la claseNP contiene problemas como TSP, SAT, CLIQUE, entre otros. No todos los pro-

blemas en la misma clase son igualmente difı́ciles. Para establecer un orden de problemas

de acuerdo a su dificultad, se proponen las reducciones. Un problemaA es por lo menos

tan difı́cil como otro problemaB si existe unareduccíon del problemaB al problemaA.

Es ası́ que el problemaB se reduce al problemaA si existe unatransformacíon

eficienteR tal que, por cada entradax deB, produce una entradaequivalentey deA,

es deciry = R(x); esto se ilustra en la Figura 2.15. El términoequivalentequiere decir

que la respuesta aR(x) considerada como entrada paraB es una respuesta correcta ay

considerada como entrada paraA. En otras palabras, para resolverB por la entradax
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x Algoritmo
de reducciónR

y = R(x) Algoritmo
para resolverA

A
“s ı́”

“no”

Algoritmo para resolverB

B

Figura 2.15: Diagrama de una reducción de un problemaB a un problemaA.

solo hay que construirR(x) y resolverA. Si contamos entonces con un algoritmo para el

problemaA y un algoritmo para construirR(x) la combinación de ambos da un algoritmo

para resolverB.

Aquı́ es importante que la transformaciónR seafácil de realizar, es decir, las reduc-

ciones también se clasifican según los recursos que se usen. Por ejemplo las reducciones

de Cook permite queR(x) sean computadas por unamáquina de Turingen tiempo poli-

nomial y enespacio logaŕıtmico. Poniéndolo en términos de lenguajes, se tiene:

Un lenguajeL es reduciblea un lenguajeL′, denotado porL ≤ L′ , si y solo si

existe una funciónR de cadenas a cadenas que está computada por una máquina Turing

determinista en espacioO(logn) tal que∀x, x ∈ L si y solo siR(x) ∈ L′. La funciónR

se llama unareduccíon deL aL′.

2.3.5 COMPLETEZ

La transitividadde la reducción polinomial nos dice que es una relación de equiva-

lencia, y la relación≤ impone un orden parcial en las clases de equivalencia de problemas

resultantes, es decir, nos ordena los problemas segun su complejidad. De hecho, la clase

P forma la “menor” clase de equivalencia con este orden parcial y, por tanto, puede verse

como la clase que contiene los problemas de decisión computacionalmente “más fáciles”.

SeaC una clase de complejidad, y seaL un lenguaje que pertenece aC. Diremos

queL esC-completosi todo lenguajeL′ ∈ C se puede reducir aL, L′ ≤ L. Un lenguaje

esC-duro si se puede reducir cada lenguajeL′ ∈ C aL, pero no se sabe si es válido que

L ∈ C. Si el lenguaje que corresponde a un problema es completo, entonces, el problema

computacional es completo.
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El primer problema de decisión que se demostró ser completo en la claseNP fue

el problema SAT [Cook, 1971]. Esta clase de problemasNP-completosson de interés

práctico; un listado clásico de algunos problemas de estetipo es realizado por Garey y

Johnson [1979].

2.4 COMPLEJIDAD PARAMETRIZADA

La teoŕıa de complejidad parametrizada[Flum y Grohe, 2006] es una rama de la

teorı́a de complejidad computacional la cual se enfoca en clasificar problemas de acuer-

do a su dificultad con respecto a ciertos parámetros de los problemas, de manera que la

complejidad de un problema es medida en función de un parámetro además del tamaño de

la instancia del problema. La idea central de esta teorı́a esla noción de la tratabilidad de

parámetro fijo, la cual relaja la noción de tratabilidad — tiempo de cómputo polinomial —

admitiendo algoritmos para los cuales el tiempo de cómputoes exponencial en términos

del tamaño de la instancia pero en términos de algún parámetro del problema se tienen

tiempos de cómputo polinomiales. Es importante decir que esta teorı́a trata con problemas

parametrizados en donde se debe indicar para qué parámetro especı́fico del problema se

analizará la complejidad.

Definición 2.2 SeaΣ un alfabeto finito.

(1) Unaparametrizacíon deΣ∗ es un mapeoκ : Σ∗ → N que es computable en tiempo

polinomial.

(2) Un problema parametrizadoes un par(Q, κ) que consiste en un conjuntoQ ⊆ Σ∗ y

una parametrizacíonκ deΣ∗.

Es importante recordar que la motivación para la noción detratabilidad de parámetro

fijo ftp (en inglés:fixed-parameter tractability) es que para ciertos valores de un parámetro

del problema, el problema es tratable en términos de tipos de cómputo.

Definición 2.3 SeaΣ un alfabeto finito yκ : Σ∗ → N una parametrizacíon:

(1) Un algoritmoA con una entradaΣ es unalgoritmo-ftpcon respecto aκ si existe una

función computablef : N→ N y un polinomiop tal que para cadax ∈ Σ∗, el tiempo
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de ćomputo de un algoritmoA sobre la entradax sea a lo ḿas

f(κ(x)) · p(|x|). (2.32)

(2) Un problema parametrizado(Q, κ) es tratable de paŕametro fijo si existe un algoritmo-

ftp con respecto aκ que decideQ.

FTP denota a la clase de todos los problemas que son tratables de parámetro fijo, de

manera que siQ ∈ PTIME entonces(Q, κ) ∈ FTP para cada parametrizaciónκ.

Si bien la claseFTP puede ser vista como la clase análoga deP en la teorı́a de la

complejidad parametrizada, la clase parametrizada análoga aNP es la clasepara-NP en

donde se reemplaza el término “algoritmo” de la definicióndeFTP por el de “algoritmo

no determinista”.

Definición 2.4 Un problema parametrizado(Q, κ) est́a en para-NP, si existe una función

computablef : N→ N, un polinomiop y un algoritmo no determinista que dadox ∈ Σ∗,

decide six ∈ Q en a lo ḿasf(κ(x)) · p(|x|) tiempo de ćomputo.

Un ejemplo de problema parametrizado es el problemap-SAT donde el parámetrop

es el número de variables en cada cláusula de la expresiónbooleana. Se sabe que cuando

p ≥ 3 el problema es intratable, pero parap = 2 el problema se vuelve tratable. Para más

ejemplos de parametrizaciones de problemas y adentrarse eneste tópico se recomienda el

libro de Flum y Grohe [2006].

2.5 PROBLEMAS DE OPTIMIZACIÓN

Como se mencionó en la Sección 2.3, además de los problemas de decisión, la com-

plejidad computacional también trata conproblemas de optimización; mientras que en los

primeros la respuesta es siempre“s ı́” o “no” , en los segundos se requiere además en-

contrar la mejor de todas las soluciones posibles de acuerdoa una criterio de evaluación

llamadofunción objetivo.

Un ejemplo de este tipo de problema es el demáxima satisfactibilidad(MAX-SAT)

en el cual el problema es determinar el máximo número de cl´ausulas en una fórmula

booleana que pueden ser satisfechas por una asignación de verdad. En los problemas de
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optimización, la instancia está compuesta por un conjunto de variables de decisión, un

conjunto de restricciones sobre los valores de las variables de decisión y una función

objetivo que de acuerdo a un criterio asigna un valor real a cada instancia. Si las variables

de decisión son discretas el problema se dice que es deoptimizacíon combinatoria.

Definición 2.5 Un problema de optimizaciónP = (S, f) se define por:

1. un conjunto de variablesX = x1, . . . , xn,

2. el dominio de las variablesD1, . . . , Dn,

3. un conjunto de restricciones sobre las variables,

4. un funcíon objetivo a ser minimizada4, dondef : D1 × · · · ×Dn → R.

El conjunto de todas las posibles asignaciones factibles es:

S =
{

s = {(x1, v1), . . . , (xn, vn)} | vi ∈ Di, s satisface todas las restricciones
}

,

el cual es conocido comoespacio de soluciones.

Cuando las variables de decisión cumplen con todas las restricciones se dice que es

unaconfiguracíon factible. En este tipo de problemas el objetivo es identificar cual de las

configuraciones factibles tiene el mejor valor de la función objetivo. Si el problema de

optimización es demaximizacíon, el mejor valor es el mayor de los valores asociados a

las configuraciones factibles que se obtienen, si es deminimizacíon el mejor valor es el

menor de los valores. Una configuración factible que corresponda con el mejor valor es

llamadasolucíon óptima s̄ de la instancia. Se utiliza el término deoptimizacíon global

para referirse al proceso de encontrar una solucións̄ del conjuntoS.

Definición 2.6 Una solucíon s̄ ∈ S es un óptimo global de P si y solo sif(s) ≥

f(s̄) ∀s ∈ S.

Se puede transformar cualquier problema de optimización en un problema de deci-

sión incluyendo una cota para el valor objetivo como dato adicional y preguntar si existe

una solución que su valor objetivo que no exceda la cota definida. El punto importante a

4Maximizar una funciónf es equivalente a minimizar−f ; tomando esto en cuenta, se trabajará con
problemas de minimización sin perder generalidad en el tema.
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resaltar es que si se encuentra una solución óptima fácilmente, el problema de decisión

no puede ser más difı́cil que el correspondiente problema de optimización, es decir, si se

puede encontrar una respuesta al problema de optimizaciónen tiempo polinomial, tam-

bién se puede resolver el problema de decisión en tiempo polinomial. De esta manera, si

se demuestra que un problema de decisión esNP-completose puede decir que el corres-

pondiente problema de optimización esNP-duro, es decir, por lo menos tan dı́ficil como

el problema de decisión.

2.6 METAHEURÍSTICOS

Debido a la importancia práctica de los problemas de optimización, muchos algo-

ritmos han sido desarrollados para resolver estos problemas. Estos algoritmos pueden di-

vidirse enexactoso aproximados. Los algoritmos exactos garantizan encontrar para cada

tamaño de instancia de un problema de optimización una solución óptima en un tiem-

po acotado. Sin embargo para problemasNP-duros no se conoce un algoritmo exacto

en tiempo polinomial que lo resuelva, en el peor de los casos necesitarı́a un tiempo de

cómputo exponencial; por lo general es necesario enumerartodas las posibles soluciones

asociadas al problema. Esto resulta impráctico por el trabajo que requiere, por lo cual en

muchas ocasiones es preferible usar algoritmos aproximados en donde se sacrifica la ga-

rantı́a de encontrar una solución óptima por obtener muy buenas soluciones en un tiempo

de cómputo aceptable [Blum y Roli, 2003].

Dentro de los algoritmos aproximados encontramos algoritmos de búsqueda cono-

cidos comoheuŕısticoslos cuales son un conjunto de reglas que permiten encontrar so-

luciones de buena calidad. Básicamente dentro de los algoritmos heurı́sticos se pueden

tener algoritmosconstructivos, algoritmos debúsqueda localo combinaciones de am-

bos. Los algoritmos constructivos generan soluciones añadiendo componentes hasta que

la solución está completa. Los algoritmos de búsqueda local empiezan de una solución

inicial e iterativamente tratan de reemplazar la soluciónactual por una solución mejor,

en un vecindario definido apartir de la solución actual. Poresta razón al espacio de solu-

ciones también se le conoce comoespacio de b́usqueda. Tı́picamente se combinan estas

dos estrategı́as en un proceso iterativo donde en cada repetición se construye una solución

inicial y después empieza fase de mejora a través de una búsqueda local hasta llegar a una

solución mejor que las demás o llegar a la solución óptima [Blum y Roli, 2003].
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Definición 2.7 Un vecindarioN (s) des es una funcíonN : S → 2S que asigna a cada

s ∈ S un conjunto de vecinosN (s) ⊆ S 5.

Definición 2.8 Una solucíon s̄ ∈ S es unóptimo localdeP si y solo si∃ ε > 0 tal que

∀s ∈ S, f(s) ≥ f(s̄), con‖s− s̄‖ < ε.

Una desventaja de los problemas de optimización es que muchos de ellos tienen

múltiples óptimos locales. Por ello han emergidometaheuŕısticasque combinan varios

métodos heurı́sticos con el objetivo de explorar el espacio de búsqueda efectiva y efi-

cientemente para no quedar atrapado en óptimos locales en las cuales se pueden emplear

técnicas de intensificación y diversificación. El término diversificacíon se refiere a la ex-

ploración del espacio de búsqueda para identificar regiones prometedoras y el término

intensificacíon se refiere a la explotación de la experiencia acumulada durante el proceso

de búsqueda. Una descripción amplia de diversos metaheurı́sticos es realizada por Blum

y Roli [2003]. A continuación se describirán brevemente algunos:

GRASP El procedimiento de búsqueda voraz adaptativo aleatorizado (en inglés:Greedy

Randomized Adaptive Search Procedure), introducido por Feo y Resende [1995], es

un algoritmo en donde cada paso consiste primeramente de unafase deconstruccíon

para obtener una buena solución inicial y finalmente una fase demejoraa través de

una búsqueda local. Resende y Veiga [2003] hicieron una amplia compilación de

trabajos relacionados con este procedimiento.

En la fase constructiva se considera que una solucións es un subconjunto de ele-

mentos y se va construyendo añadiendo paso a paso un nuevo elemento. El elemento

es elegido de una lista restringida de candidatos compuestapor lo mejores elemen-

tos. Para seleccionar los mejores los elementos se ranqueana través de una función

voraz que se basa en el beneficio que aporta el elemento a la solución parcial ac-

tual. La segunda fase — como se mencionó anteriormente — consiste en tomar la

solución construida como solución inicial de un algoritmo de búsqueda local, por lo

cual el algoritmo GRASP no usa datos históricos del procesode búsqueda.

Recocido simuladoLos orı́genes de este algoritmo (en inglés:simulated-annealing) están

en la mecánica estadı́stica, con el algoritmo de Metropolis et al. [1953]. Fue pro-

puesto por Kirkpatricket al.[1983] e independientemente porC̆erný [1985]. La idea

fundamental de recocido simulado es que permite moverse concierta probabilidad

5El conjunto2S es el conjunto de todos los posibles subconjuntos deS.
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a soluciones peores que la solución actual, con el objetivode escapar de óptimos

locales. El algoritmo comienza generando una solución inicial e inicializando un

parámetro llamadotemperaturaT . En cada iteración una solucións′ ∈ N (s) es ge-

nerada y aceptada como nueva solución actual en dependencia def(s), f(s′) y T .

La solucións′ remplaza as si f(s′) < f(s) — para problemas de minimización —,

en el casof(s′) ≥ f(s) el reemplazo se realiza en función deT y f(s′)−f(s). Esta

probabilidad se calcula con ladistribución de Boltzmannexp(−(f(s′)− f(s))/T ).

El parámetro de la temperatura se va decrementando duranteel proceso de búsque-

da, por lo cual al inicio la probabilidad de aceptar soluciones peores a la solución

actual es alta y va decreciendo hasta que se converge a un algoritmo iterativo simple

de mejora.

Búsqueda tab́u Este procedimiento (en inglés:tabu search) propuesto por Glover [1989]

aplica una mejor búsqueda local y utiliza una memoria a corto plazo para escapar

de los óptimos locales y evitar ciclos. La memoria es implementada como unalis-

ta tab́u que mantiene un seguimiento de las soluciones visitadas recientemente y

prohibe movimientos en la búsqueda que lleven a los elementos de la lista tabú. De

esta manera el vecindario de la solución actual se restringe a soluciones que no per-

tenecen a la lista tabú, de manera que en cada iteración se elige la mejor solución

del vecindario como solución actual. Esta solución se añade a la lista tabú al mismo

tiempo que se elimina una de las soluciones en la lista tabú.

La búsqueda tabú es considerada como una técnica de búsqueda dinámica en el ve-

cindario. La longitud de esta lista tabú es conocida comotenencia tab́u y controla la

memoria del proceso de búsqueda. Con tenencias pequeñas la búsqueda se concen-

tra en áreas pequeñas del espacio de búsqueda; por el contrario tenencias grandes

forza al proceso de búsqueda a explorar regiones más grandes. La tenencia tabú pue-

de variar durante el proceso de búsqueda lo que da lugar a un procedimiento más

robusto. Por ende se propone guardar información acerca deciertas propiedades

de las soluciones, que nos permitan determinar si una solución cumple con cier-

tascondiciones tab́u; estas condiciones permite generar el conjunto de soluciones

permitidas. Esto puede ser más eficiente pero tener condiciones tabú significa asig-

nar probablemente un estado tabú a más de una solución. Para evitar este problema

se define uncriterio de aspiracíon el cual permite incluir soluciones aunque sea

prohibida por lascondiciones tab́u.

El uso de memoria a largo plazo añade a este procedimiento cuatro dimensiones:

recencia, frecuencia, calidad e influencia. Lamemoria b́asada en recenciaregistra
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en cual de las iteraciones más recientes se encontró esa solución; la memoria b́asa-

da en frecuenciaregistra cuantas veces se ha visitado cada solución, lo queayuda

a diversificar la búsqueda. Lacalidad se refiere a la acumulación y extracción de

información de la historia de búsqueda para identificar buenas soluciones. Por últi-

mo la influenciatiene que ver en cómo la información guardada ha impactadoen el

proceso de búsqueda.

Computación evolutiva El término computación evolutiva refiere a los algoritmosinspi-

rados en la capacidad natural que tienen los seres vivos paraevolucionar y adaptarse

a su ambiente. En cada iteración el algoritmo trabaja con unconjunto de soluciones

llamadapoblacíonsobre la cual se aplicanoperadoresa cada solución o individuo,

para generar individuos de la siguiente iteración llamadageneracíon. Generalmente

se utilizan dos operadores: elcruzamientopara combinar dos o más individuos para

producir nuevos y lamutacíonque causa una autoadaptación del individuo. Los in-

dividuos producidos en una generación pasan por un procesode selección en base

a suaptitud, por ejemplo el valor de la función objetivo, en el cual individuos con

mayor aptitud tienen mayor probabilidad de ser elegidos como parte de la siguiente

generación. Hay una gran variedad de algoritmos propuestos como la programación

evolutiva [Fogel y Fogel, 1995], estrategı́as evolutivas [Beyer y Schwefel, 2002] y

los algoritmos géneticos [Goldberg, 1989; Holland, 1992].

2.6.1 DESEMPẼNO DE METAHEUŔISTICOS

Como se mencionó en la sección anterior, los algoritmos aproximados — heurı́sticos

y metaheurı́ticos — sacrifican la calidad de la solución obtenida debido a que en muchas

ocasiones resulta impráctico buscar la mejor de las soluciones posibles. Sin embargo se

puede hablar de un algoritmosuperiorque obtenga soluciones de muy alta calidad, que

obtenga soluciones rápidamente y que sea robusto, es decir, que tenga buen desempeño

en un amplio rango de problemas y valores de parámetros propios del algoritmo. Para

determinar cuál algoritmo es superior a otro, se debe demostrar superioridad en uno o más

de estos aspectos: calidad, tiempo y robustez. Existen dos maneras para demostrar esta

superioridad: ya sea a través de un análisis teórico — véase Sección 2.3.1 — o de pruebas

experimentales.

Las pruebas experimentales consisten en resolver un problema computacional usan-

do una implementación del algoritmo que se desea demostrarsu eficiencia o efectividad

en ciertas instancias estándar (en inglés:benchmark) del problema que son usadas pa-
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ra probar algoritmos. Para ello se ejecuta varias veces el algoritmo con esa instancia en

particular y se comparan los resultados obtenidos con los deotros algoritmos existentes.

Es importante señalar que existen diferentes factores quepueden afectar significa-

tivamente la información obtenida con el experimiento, entre ellos: el problema seleccio-

nado, las instancias del problema usadas, la implementaci´on del algoritmo, parámetros de

algoritmo, las caracterı́sticas del equipo en donde se llevan a cabo las experimentaciones y

las medidas de desempeño consideradas [Greenberg, 1990].Un aspecto importante es ase-

gurarse que la información reportada sea significativa. Barr et al. [1995], Johnson [1996]

y McGeoch [2001] presentan guı́as para diseñar experimentos y reportar los resultados

de la contribución del algoritmo propuesto, los valores delos parámetros para los cuales

el algoritmo se desempeñó bien y en general el proceso llevado a cabo para determinar-

los; esto con el objetivo de identificar ideas innovadoras que pueden ser usadas en otros

problemas y evaluar la robustez del algoritmo.

La medición del desempeño del algoritmo es un aspecto crı́tico, es importante tener

claro qué medir, cómo medir y cómo asegurarnos que la medición no interfiere con el

experimento llevado a cabo [Fleming y Wallace, 1986; McGeoch, 1996; Moret, 2002]. En

general se deben tener medidas que puedan resolver las siguientes preguntas:

¿Cuál es la mejor solución encontrada por el algoritmo?

¿Cuánto tiempo lleva encontrar la mejor solución?

¿Qué tan rápido es el algoritmo para encontrar buenas soluciones?

¿Qué tan robusto es el algoritmo?

Las medidas de desempeño usadas en pruebas experimentalestienen que ver con el

valor de la solución, el espacio de memoria usado, la velocidad y tasa de convergencia ha-

cia la solución óptima, o qué tan cercana es la solución encontrada con la solución óptima

o con la solución mejor conocida hasta el momento, cantidadde iteraciones, número de

llamadas a una rutina especial del algoritmo, cantidad de comparaciones y asignaciones.

Medir el tiempo de cómputo puede llegar a ser problemáticopor la variedad de

equipos usados por diferentes investigadores para realizar las pruebas y las estretegias de

programación que se consideraron para implementar al algoritmo. Por ello es importante

que siempre que se pueda analizar la complejidad del algoritmo aproximado en términos

de la notaciónO [Klein y Young, 2010]. Además generalmente en estos algoritmos es
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Figura 2.16: En esta figura se muestra el comportamiento de un algoritmo donde
se minimiza el valor de la función objetivo. Se puede ver como el algoritmo no
encontró soluciones mejores que el mejor conocido de la iteración15 a la 24,
después el algoritmo empezo a obtener mejores resultados yapartir de la iteración
33 volvió a tener un comportamiento similar. Se consideró detener el algoritmo
al llegar a la iteración50. La pregunta aquı́ es: de haber permitido realizar más
iteraciones, ¿el algoritmo habrı́a obtenido mejores soluciones?

común establecer un criterio de parada como el tiempo de ejecución, número de iteracio-

nes máximas, parar después dex iteraciones sin cambios en la solución obtenida, lo cual

afecta la calidad de la solución. Por ejemplo, en la Figura 2.16 si se toma la decisión de

parar tomando en cuenta ciertas iteraciones sin cambio en lasolución, podrı́amos cortar

la oportunidad de obtener mejores soluciones.

2.6.2 ANÁLISIS DEL PAISAJE DE APTITUDES

Ante la necesidad de algoritmos aproximados que sean en la práctica efectivos y

eficientes, se ha propuesto estudiar el espacio de búsquedadel problema, ya que el desem-

peño de los algoritmos está relacionado con la dificultad ofacilidad de desplazamiento por

el espacio de búsqueda. Una manera de estudiar el espacio debúsqueda, es a través del

conceptopaisaje de aptitudes— originado en la biologı́a evolutiva por Wright [1932] y

adoptado en la computación evolutiva [Fogel y Fogel, 1995]— donde la función objetivo

generalmente es considerada como unafunción de aptitud, el vecindarioN (s) es llamado

configuracionesy la elección de la siguiente solución es llamadamovimiento.

La dificultad asociada al espacio de búsqueda está relacionado con larugosidad

del paisaje de aptitudes, es decir, que tenga una gran cantidad de óptimos locales vistos

como obstáculos para encontrar el óptimo global; por lo cual encontrar buenas soluciones
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depende de de la función de aptitud y la geometrı́a del espacio de búsqueda la cual es

inducida por el proceso de búsqueda [Jones, 1995]. También la neutralidaddel espacio

de búsqueda — configuraciones con la misma aptitud — impactael desempeño de los

algoritmos. De aquı́ que la geometrı́a del espacio de búsqueda sea referida como paisaje

de aptitudes con montañas, picos, valles y mesetas, como seilustra en la Figura 2.17;

aunque un poco diferente desde nuestra perspectiva tridimensional. Una revisión del tema

y las propiedades geométricas de los paisajes es hecha por Stadler [2002].
A
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Figura 2.17: Representación tridimensional de una superficie de aptitudes.

Por lo regular, el estudio del paisaje de búsqueda se realiza sobre las trayectorias

de búsqueda que realizan los algoritmos, referidas como caminatas aleatorias6 [Weinber-

ger, 1990]. Algunas medidas que indican la rugosidad o neutralidad de la superficie de

aptitudes son:

Auto-correlación El objetivo de esta medida es cuantificar a la rugosidad de la superficie

a través de la correlación existente entre configuraciones adyacentes. La idea pro-

puesta por Weinberger [1990] es generar una caminata aleatoria en la superficie y

en cada paso guardar la aptitud encontrada. De esta manera segenera una serie de

tiempo de aptitudesF = {f1, f2, . . . , fn}. Para calcular esta medida se debe espe-

cificar una distanciak entre las aptitudes. La autocorrelación ak pasos es calculada

6Una caminata aleatoria es una trayectoria que resulta de hacer pasos sucesivos aleatorios entre solucio-
nes vecinas.
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como:

ρk =

n−k
∑

i=1

(fi − f̄)(fi+k − f̄)

n
∑

i=1

(fi − f̄)2
, n > k, (2.33)

donde:

f̄ =
1

n

n
∑

i=1

f, n > 0. (2.34)

Si |ρk| ≈ 1, las diferencias entre pares de aptitudes vecinas son similares, es decir, la

superficie es como un valle. Si|ρk| ≈ 0, los valores aptitud son casi independientes;

por tanto la superficie es muy rugosa [Weinberger, 1990]. Se debe tener cuidado al

elegir el valor dek ya que este parámetro influye en como se percibe el paisaje de

aptitudes; para ello Weinberger propone la siguiente medida.

Longitud de auto-correlación Esta medida también propuesta por Weinberger [1990]

indica cuál es el valor mayor de distancia a la que el conjunto de soluciones se

vuelve no correlacionado. Se calcula mediante:

‖ρk‖ =
1

1− ρk
. (2.35)

Según Weinberger, un valor alto de‖ρk‖ indica una superficie muy plana, mientras

que un valor pequeño indica una superficie más rugosa.

Coeficiente de engãno Esta medida propuesta por Jelasityet al. [1999] se aplica sobre

las aptitudes finales dem ejecuciones del algoritmo, obteniéndose el conjuntoF =

{f1, f2, . . . , fm} sobre el cual se calcula la aptitud final esperadaE , el valor máximo

de las aptitudes finalesFmáx y el valor mı́nimo de las aptitudes finalesFmı́n. El

coeficiente de engaño se obtiene como:

D = 1−
E − Fmı́n

Fmáx − Fmı́n
. (2.36)

Se define que siFmáx −Fmı́n = 0, entoncesD = 0. Valores cercanos a uno indican

que la estructura del paisaje de aptitudes es engañoso lo que hace que el algoritmo de

búsqueda obtenga aptitudes finales muy diferentes y encontrar una buena solución

siempre que se ejecute el algoritmo es dı́ficil. Por otro ladovalores cercanos a cero
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indican que la superficie de aptitudes es amigable porque lleva siempre a soluciones

similares.

Si bien estas medidas provienen del análisis estadı́stico, se han propuesta medidas

basadas en el análisis de información que se obtiene a través de las caminatas de los algo-

ritmos. Para esto se codifica la serie de tiempo de aptitudes en una cadenaS = s1s2 . . . sn

de sı́mbolos dondesi ∈ {1̄, 0, 1}. Esta codificación se realiza de dos maneras, dependien-

do de la medida de información que se desea obtener de la superficie. Detalles de cómo se

realiza la codificación de las cadenas y cómo se hacen los c´alculos para obtener medidas

basadas en información se encuentran en el trabajo realizado por Vassilevet al.[2000]. En

el trabajo realizado por Rosas [2007] se muestra un ejemplo de cómo realizar el cálculo de

estas medidas estadı́sticas y de información para un problema de empaquetado de objetos.

A continuación se describen algunas medidas basadas en el análisis de información:

Contenido de informacíon Es una medida basada en la entropı́a de la superficie; es usa-

da para caracterizar la rugosidad con la cual se topa el algoritmo en su trayectoria

por el espacio de búsqueda.

Contenido de informacíon parcial Esta medida está relacionada con la cantidad de ópti-

mos locales que aparecen en la trayectoria del algoritmo.

Informaci ón de densidad de vallesEs otra medida basada en la entropı́a de la super-

ficie; es usada para caracterizar las partes planas visitadas por el algoritmo en su

trayectoria por el espacio de búsqueda.

Existen otras medidas basadas en las distancias entre dos solucionessi y sj en el

espacio de búsqueda que tienen que ver con el número de movimientos que el algoritmo

hace para llegar de la soluciónsi a la soluciónsj. El cálculo de esta distancia entre so-

luciones depende del problema que se está estudiando y cómo se representa la solución

[Bouziri et al., 2011].

Básicamente el estudio del paisaje de aptitudes se ha orientado a mejorar el desem-

peño de los algoritmos, ya que la información obtenida se ha utilizado para diseñar estra-

tegı́as de búsqueda que permitan a los algoritmos navegar en el espacio de búsqueda de

una manera inteligente.
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TRABAJOS RELACIONADOS

Todos los objetos de la razón e investigacíon humana

pueden, naturalmente, dividirse en dos grupos, a saber:

relaciones de ideas y cuestiones de hecho.

- David Hume.

En este capı́tulo se describen y analizan trabajos relacionados con el tema de estudio, tra-

bajos que inciden en uno o más aspectos de la investigación. Principalmente los trabajos

aquı́ descritos se han enfocado en determinar qué propiedades del espacio de búsque-

da afectan el desempeño de los algoritmos usados e identificar qué instancias son más

difı́ciles o más fáciles de resolver. En este trabajo se quiere determinarqué propiedades

estructurales de las instancias afectan la complejidad de solución del problema.

3.1 DESCRIPCÍON

Existe una gran variedad de trabajos que proponen algoritmos para obtener mejores

soluciones que las reportadas en el estado del arte haciendouso eficiente de los recursos

computacionales [Khajehzadehet al., 2011; Zanakiset al., 1989]; trabajos que estudian el

espacio de búsqueda ya sea para explicar el desempeño de los algoritmos o para diseñar

estrategias de búsqueda que aprovechen la estructura del espacio de soluciones [Baluja y

Davies, 1997; Jelasityet al., 1999; Popovici y De Jong, 2005; Rosas, 2007; Yossi y Poli,

2005]. La mayorı́a de estos trabajos se limitan a mostrar la superioridad de los algoritmos

propuestos y/o cómo fueron incorporadas ciertas estrategias en la búsqueda de soluciones.

Cuando se estudia espacio de soluciones se debe tomar en cuenta que la percepción

de la estructura — en términos de rugosidad o planaridad — depende de la formulación

de la función de aptitud y las configuraciones de los movimientos; cuando se reportan

resultados de los algoritmos hay que tomar en cuenta las caracterı́sticas del equipo usado,

53
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técnicas de programación y las medidas de desempeño usadas. En ambos casos se presta

mayor atención a los algoritmos y no a las instancias sobre las cuales se ejecutan los

algoritmos, señalando solamente cuáles instancias son dı́ficiles o fáciles de resolver en

términos del resultado obtenido en un determinado tiempo,sin mencionar por qué son

difı́ciles o fáciles, o qué caracterı́sticas poseen que las hacen difı́ciles o fáciles.

La teoŕıa de la complejidad parametrizadaha provisto un marco de trabajo para es-

tudiar la complejidad computacional de un problema dependiendo de parámetros propios

del problema [Flum y Grohe, 2004; Marx y Schlotter, 2010, 2011]; por otro lado desde el

punto de vista de lafı́sica estad́ısticase ha estudiado valores de parámetros en problemas

NP-completos en los cuales se presenta una transición de fase, es decir, cambios en la difi-

cultad de solución del problema [Achlioptaset al., 2005; Fu y Anderson, 1986; Mammen

y Hogg, 1997; Martinet al., 2001; Monassonet al., 1999], como los ejemplificados en la

Sección 1.1. En ambos casos, se ha concluido que para ciertos parámetros de problemas

NP-completos estos son tratables, es decir, son fáciles de resolver; sin embargo esto es

tomando en cuenta parámetros propios del problema, no de lainstancia del problema.

En los últimos años, diversos trabajos han mostrado que laestructura de las redes del

mundo real influyen en el comportamiento de varios procesos que toman lugar en ellas. En

este trabajo es de principal interés estudiar qué propiedades estructurales en las instancias

de grafos facilitán o dificultán la solución de un problema. A continuación se describen

trabajos en los cuales se ha señalado que la estructura de lainstancia puede ser un factor

que influye en la dificultad de resolver un problema, planteando como problema abierto

el entendimiento de qué propiedades influyen en la solución de un problema y cómo lo

hacen.

Coudert [1997] abordó el problema de coloreo de grafos. Estudia heurı́sticos y una

técnica exacta (coloreo secuencial) sobre grafos “artificiales” y grafos del “mundo real”.

Concluyó que los grafos del mundo real son instancias fáciles debido a que su número

cromático1 puede ser igual al tamaño del clique más grande. Para determinar la facilidad

de solución, toma en cuenta el número de heurı́sticos que llegaron al número cromático

o qué tan alejados quedaron de dicho número. Este trabajo recibió una fuerte crı́tica por

parte de Kirovski y Potkonjak [1998], en particular en dos aspectos: el primero es que

Coudert trata de resolver un problema difı́cil usando otro problema difı́cil — encontrar el

clique de tamaño máximo — y el segundo es que no provee resultados experimentales en

1El número cromáticoχ(G) de un grafo es el número minı́mo de “colores” que se pueden asignar a los
nodos del grafo de manera tal que dos nodos unidos por una arista no tengan asignado el mismo “color”;
para mayor detalle de esta definición véase la Sección 6.1.



CAPÍTULO 3. TRABAJOS RELACIONADOS 55

una diversidad grande de grafos. Kirovski y Potkonjak encontraron ejemplos de la vida

real difı́ciles de colorear que resultaron ser grafos muy densos, por lo cual descartaron la

conclusión dada por Coudert, recalcando que laevaluacíon del rendimiento y variabili-

dad de un algoritmo de coloreo de grafos es fuertemente dependiente de la estructura

de los grafos y que esta dependencia debe ser estudiada con mayor rigor.

Mulet et al. [2002] estudiaron el problema de coloreo sobre grafos aleatorios con

cierta conectividad media para un númerok de colores. Encontraron que grafos con baja

conectividad aceptan coloreos legales, mientras que grafos con alta conectividad son no

coloreables. Se enfocaron en determinar la conectividad crı́tica tras la cual la probabilidad

de que sean no coloreables tiende a uno cuando el tamaño del grafo crece infinitamente.

A esta transición se le llamaq-COL/UNCOL, donde el valor de la conectividad crı́tica

depende del número de colores permitidos; los grafos generados cerca de la conectividad

crı́tica son difı́ciles de colorear.

Hamiez y Hao [2004] señalaron que las propiedades de las soluciones pueden ayu-

dar a explicar el comportamiento de algunos algoritmos sobre un grafo particular. Estu-

diaron una propiedad llamadaconjunto representativoconcluyendo que se puede suponer

cierta relación entre la existencia, número y tamaño de estos conjuntos y la estructura de

los grafos, pero que se necesita mayor evidencia para confirmar o refutar esta hipótesis.

Recalcaron laimportancia de investigar las relaciones entre la estructura de los grafos

y las propiedades de las soluciones y también las relaciones entre las propiedades de las

soluciones y la dificultad para resolver el problema en una instancia en particular.

Los grafos del mundo real exhiben una distribución del grado deley de potencias.

Ante la evidencia práctica que la optimización combinatoria en estos grafos es más fácil

que los grafos generales; Ferranteet al.[2008] enfocaron su estudio en probar que muchos

problemasNP-duros de optimización en grafos permanecenNP-duros en grafos de libre

escala. Sus resultados teóricos muestran que — en el peor caso — los grafos de libre escala

son duros con respecto a muchos problemas importantes de optimización en grafos. Sin

embargo, evidencia experimental mostró que la optimización es considerablemente más

fácil que en instancias de grafos del mundo real, por lo cualconcluyeron que estos grafos

no caracterizan a instancias del peor caso.

Smith-Mileset al. [2009] señalaron que elconocimiento de la estructura del pro-

blema y las caracterı́sticas de las instancias pueden asistir a la selección de algoritmos

para resolver el problema. Recalcaron que a pesar de que el desempeño algorı́tmico se

ha estudiado mediante el espacio de búsqueda o las caracterı́sticas de las instancias del
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problema,se tiene un deficiente entendimiento de cómo exactamente el rendimiento de los

algoritmos depende de las caracterı́sticas de las instancias.

En este estudio, Smith-Mileset al. enfatizan que un aspecto importante encual-

quier estrategia orientada a establecer relaciones entre el desempẽno algoŕıtmico y es-

tructura de la instancia es la selección de caracteristicas con la cual se realizará la

caracterizacíon de instancias. Posteriormente Smith-Mileset al. [2010] señalaron que

las caracterı́sticas que se consideren correlacionar con la dificultad de solución, pueden

incluir métricas basadas en identificar los retos que impone el espacio de búsqueda.

Porumbelet al.[2010] presentan un análisis del espacio de búsqueda con el objetivo

de mejorar algoritmos de búsqueda local para el problema decoloreo de grafos; para rea-

lizar este análisis hicieron uso de la distancia entre coloreos. Su hipótesis radica en que las

soluciones de alta calidad no están distribuidas al azar enel espacio de búsqueda, sino que

están agrupadas en esferas de determinado tamaño. Basadoen esto construyen algoritmos

que explotan el agrupamiento de las soluciones. Encontraron diferencias en los espacios

de búsqueda con respecto a los coloreos legales y número deconflictos, en varias instan-

cias. Llegaron a la conclusión que estasdiferencias en los espacios de búsqueda recaen

en la estructura de los grafos a ser coloreados, sin llegar a establecer una relacíon entre

las caracteŕısticas del espacio de búsqueda y la estructura de los grafos.

Coccoet al. [2006] hacen una revisión de métodos de fı́sica estadı́stica aplicada

al análisis de algorı́tmos para problemas de optimización con distribuciones de entra-

das aleatorias, señalaron que si bien los fı́sicos estadı́sticos y los teóricos de las ciencias

computacionales buscan entender el comportamiento asint´otico de los procesos actuando

en espacio de configuraciones exponencialmente largos, existen diferencias en la manera

que abordan este problema. Señalan que desde el punto de vista de la fı́sica estadı́stica

dos aspectos son importantes: el primero es la complejidad de las transiciones de fase,

que son abruptos cambios en la complejidad cuando un parámetro es variado; el segundo

aspecto es el rol que juegan las propiedades de las instancias bajo estudio, ya que algunas

propiedades de las instancias pueden implicar la ineficiencia de toda una clase de algorit-

mos. Esta última es una de las principales preguntas abiertas:cómo est́a relacionado el

desempẽno con propiedades de las instancias del problema y no de los detalles de los

algoritmos de b́usqueda.

Juhos y van Hemert [2008] colorean grafos contrayendo nodos, dando lugar a hı́per-

grafos2. La secuencia en la cual los nodos se contraen define el espacio de búsqueda en

2Un hipergrafoes una generalización de un grafo, cuyas aristas pueden relacionar más de dos vértices
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términos de permutaciones. El problema de coloreo de grafos es conocido por exhibir un

incremento en su dificultad a medida que la densidad se incrementa para un determinado

número de colores se vuelve no-soluble. El mezclado se basaen propiedades locales, lo

que hace cambiar las propiedades del nodo, el orden en que se mezclan definen el espa-

cio de búsqueda, por lo tantola dificultad est́a dada por dos factores: las propiedades

topológicas y el orden de mezclado.

En trabajos anteriores, van Hemert [2006] hace hincapié que ejecutar algoritmos so-

breinstancias est́andar de prueba(en inglés:benchmark) tiene una reducida contribución,

debido a que sólo se analizan resultados del desempeño sobre esas instancias. Propone una

metodologı́a basada en algoritmos evolutivos, en donde apartir de instancias difı́ciles se

generan más instancias difı́ciles. La manera en la cual evalúa la dificultad de las instancias

es con el número de operaciones realizadas por los algoritmos para resolver el problema

sobre esas instancias. van Hemert [2006] analiza las propiedades estructurales para ex-

plicar la dificultad de estas instancias en términos de estas propiedades. Trabaja con tres

problemas para los cuales la propiedades estructurales de las instancias son diferentes.

3.2 DISCUSIÓN

Diversos investigadores han abordado el problema de la complejidad inherente de

las instancias del problema. Sin embargo para problemas relacionados con grafos no se

ha llegado a una conclusión acerca de qué propiedades estructurales — para grafos del

mismo tamaño y orden — influyen en la dificultad o facilidad para resolver una instancia

dada del problema.

Si bien se sabe que ciertos parámetros del problema ası́ como el tamaño de la instan-

cia influyen en la dificultad de solución, los estudios realizados tratan con instancias que

no son comparables en términos de tamaño, lo que dificulta la identificación de propieda-

des estructurales.Ésta es una de las principales inquietudes de este trabajo: usar instancias

del mismo tamaño pero que tengan diferente estructura paraobservar y analizar la manera

en que ésta influye en la solución del problema.

Para lograr responder la pregunta de qué propiedades estructurales en grafos afec-

tan la manera en que se resuelve un problema es necesario establer un marco de trabajo

efectivo y práctico que ayude a identificar estas propiedades.



CAPÍTULO 4

M ÉTODO DE ESTUDIO

Si supiese qúe es lo que estoy haciendo

no le llamaŕıa investigacíon ¿verdad?

- Albert Einstein.

En este capı́tulo se presenta el método de estudio llevado acabo para desarrollar esta

tesis. El objetivo de este capı́tulo esproponer un marco de trabajoque sea aplicable a

cualquier problema en el que se desee estudiar elefecto de la estructurade las instancias

sobre eldesempẽno de los algoritmosque resuelven el problema, de manera que se puedan

establecer relaciones entre propiedades estructurales y complejidad de solución.

Las actividades llevadas a cabo para lograr el objetivo planteado se pueden dividir

en seis etapas las cuales se muestran en la Figura 4.1 y se discuten a detalle en las siguien-

tes secciones. La primera etapa (Sección 4.1) eselegir el problema computacionalpara

realizar el estudio. La segunda (Sección 4.2) y tercera (Sección 4.3) etapa consisten en

recopilar y caracterizar instanciasde igual tamaño pero diferente estructura. La cuarta

etapa (Sección 4.4) corresponde a laeleccíon de algoritmospara solucionar el problema

elegido y estudiar el desempeño algorı́tmico sobre las instancias generadas. En la quinta

etapa (Sección 4.5) secaracteriza el desempeño algoŕıtmico; para esto se desarrolla una

medida de desempeño basada en cómo convergen los algoritmos hacia una solución y que

sea independiente del algoritmo y del problema. Por último, la sexta etapa (Sección 4.6)

consiste enestablecer relacionesentre las propiedades estructurales y el desempeño de

los algoritmos.
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Figura 4.1: Pasos a seguir para establecer relaciones entre propiedades estructu-
rales de instacias propuestas de un problema y el desempeñode los algoritmos
que solucionan el problema.

4.1 ELECCIÓN DEL PROBLEMA COMPUTACIONAL

La elección del problema computacional es un paso fundamental debido a que el

problema computacional elegido determina las instancias que se usarán para el estudio y

su caracterización y los algoritmos usados para estudiar el desempeño algorı́tmico. Por

esta razón se recomienda elegir un problema del cual se est´e familiarizado o en su defec-

to que sea un problema ampliamente estudiado en la literatura existente con abundantes

resultados teóricos y prácticos y para los cuales existaninstancias de prueba; este último

punto es discutido en la siguiente sección.

También es recomendable que otros problemas computacionales puedan reducirse a

este problema. Esto será informativo ya que los resultadosobtenidos se puedan extender,

al menos en algún grado, a otros problemas; esto gracias a lateorı́a de laNP-completez

(véase Sección 2.3.5), la cual ha demostrado que muchos problemas aparentemente di-

ferentes pueden ser mapeados a otro de tal manera que las soluciones se preservan bajo

el mapeo. Cheesemanet al. [1991] reportan que la dificultad de las instancias de un pro-

blema se mapean a instancias difı́ciles en otro problema cuando se realiza una reducción
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y que las propiedades de estas instancias se preservan en la transformación. Selmanet

al. [1992] muestran resultados en los cuales al reducir una instancia difı́cil de un pro-

blema a otro la dificultad se mantiene. Teniendo una instancia difı́cil para un problema

NP-completo se puede obtener una instancia difı́cil para cualquier problema completo a

través de reducciones [Gutfreundet al., 2007; Walsh, 2009].

4.2 RECOPILACIÓN DE INSTANCIAS

Una de las principales lı́neas de investigación dentro delárea de las ciencias compu-

tacionales es la tarea de diseñar e implementar algoritmospara solucionar problemas

computacionales de decisión y de optimización. Una manera de poner a prueba los algo-

ritmos diseñados para resolver el problema o mostrar superioridad sobre otros algoritmos

es utilizar instancias estándar de prueba que se encuentran disponibles en lı́nea.

Las instancias proveen una herramienta con la cual la comunidad cientı́fica, pue-

den hacer comparaciones de desempeño entre algoritmos, yaque — como se habló en la

Sección 2.6.1 — la diversidad de equipos en los cuales se realizan las experimentaciones

computacionales y detalles de implementación son factores no proveen un ambiente de

igualdad de condiciones. Sin embargo con instancias de prueba los resultados referentes a

las soluciones obtenidas pueden ser comprables en términos de su calidad.

En general se usan instancias de diferentes tamaños clasificándolas como pequeñas,

medianas o grandes e identificando algunas como instancias retadoras. Es común estudiar

el desempeño del los algoritmos sobre grandes instancias ya que — como se aclaró en

la Sección 2.3.1 — el tamaño de la instancia tiene un impacto en el tiempo de cómputo

requerido para resolver el problema. Sin embargo para algunas instancias de gran tamaño

en las cuales se espera que el tiempo de cómputo requerido sea mayor, diversos algoritmos

obtienen soluciones de buena calidad en poco tiempo, es decir, las instancias son fáciles

de resolver, lo que sugiere que la estructura de la instanciade alguna manera influye en la

facilidad o dificultad de resolverla.

El objetivo de este trabajo es identificar qué propiedades estructurales en las ins-

tancias hacen que sean fáciles o difı́ciles de resolver. Para ello es importante contar con

instancias de igual tamãno pero diferente estructura. En este trabajo no se pretende

mostrar superioridad entre algoritmos sino la afectaciónde las propiedades estructurales

de las instancias en el comportamiento de uno o varios algoritmos. En caso que las instan-
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cias de prueba disponibles no cumplan con estas caracterı́sticas, es importante desarrollar

herramientas que nos permitan generar instancias con las caracterı́sticas deseadas.

4.3 CARACTERIZACIÓN DE INSTANCIAS

Una vez seleccionado el problema computacional que se deseaabordar y recopilar

las instancias con las caracterı́sticas deseadas — mencionadas en la sección anterior —

es importante capturar cuantitativamente propiedades estructurales de las instancias. La

caracterización de instancias es un paso importante en este trabajo, ya que el objetivo

perseguido es identificar qué propiedades referentes a la estructura de la instancia afectan

el desempeño de los algoritmos ya sea facilitando o dificultando la solución del problema.

De aquı́ que si se detectan diferencias en el desempeño de los algoritmos, éstas pueden

relacionarse con determinada estructura de la instancia, no únicamente con el tamaño.

Esto también lo señalan Smith-Mileset al. [2009] y Pérezet al. [2008] quienes

buscan establecer relaciones entre estructura y desempeño algorı́tmico con el objetivo de

seleccionar algoritmos. Como se mencionó en la Sección 4.1 la elección del problema es la

que marcará la pauta referente a las propiedades de la instancias que se desean caracterizar.

4.4 ELECCIÓN DE ALGORITMOS

El objetivo principal de este trabajo esidentificar aspectos presentes en la estructura

de las instancias que influyan en la facilidad o dificultad para resolver el problema. Cabe

señalar queno se pretende evaluar el desempeño de los algoritmos para establecer que

algoritmo es mejor que otro. Los algoritmos en sı́ no son el objeto de estudio de este

trabajo; son el medio con el cual se realiza el estudio y por tanto deben poseer ciertas

caracterı́sticas que se mencionan a continuación.

Es importante trabajar con algoritmos que aborden de diferente manera el problema

elegido; nos interesa trabajar con algoritmos del estado del arte que formulen de diferente

manera la función objetivo y la vecindad de soluciones. Como se mencionó en la Sección

2.6.2, tanto la formulación de la función objetivo y la manera de generar vecindades de

alguna manera inducen ciertas caracterı́sticas del espacio de búsqueda. Si la estructura

de la instancia tiene un efecto significativo en el desempeño algorı́tmico, se podrá esta-

blacer también si determinada propiedad estructural haceque el espacio de búsqueda sea
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más rugoso o más plano, de manera que las propiedades estructurales guı́en el diseño de

estrategı́as de búsqueda que saquen el mayor provecho de este conocimiento.

4.5 CARACTERIZACIÓN DEL DESEMPẼNO

Para poder identificar el efecto de la estructura de la instancia, es importante ca-

racterizar el desempeño del algoritmo en base a cómo converge hacia una solución, esto

dependiendo del objetivo que se desea alcanzar minimizar o maximizar. Para ello se es-

pera que durante la ejecución vaya hacia la dirección deseada.

Por ejemplo, en la Figura 4.2(a) se muestra el comportamiento deseable en pro-

blemas de optimización donde el objetivo es minimizar. El eje de lasx representa las

iteraciones y el eje de lasy representa el valor de la función objetivo. Si al algoritmose le

dificulta resolver la instancia, tardará más para que el valor de la función objetivo dismi-

nuya (lı́nea superior). Si le es relativamente fácil, gradualmente va disminuyendo el valor

de la función objetivo (lı́nea media). Si le es muy fácil, rápidamente disminuirá el valor

de la función objetivo (lı́nea inferior). Al utilizar algoritmos heurı́sticos se busca mejorar

rápido para una terminación oportuna.
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(a) Convergencia en problemas de minimización.
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(b) Convergencia en problemas de maximización.

Figura 4.2: Comportamiento algorı́tmico que se desea caracterizar.

El comportamiento deseable e indeseable de algoritmos en problemas de maximi-

zación se muestra en la Figura 4.2(b). Si al algoritmo se le dificulta resolver la instancia

tardará más para que el valor de la función objetivo aumente (lı́nea inferior). Si le es relati-

vamente fácil, gradualmente va aumentando el valor de la función objetivo (lı́nea media).

Si le es muy fácil, rápidamente aumentará hacia el valor de la función objetivo (lı́nea

superior).
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4.6 DISEÑO EXPERIMENTAL

El disẽno y ańalisis de experimentoses una herramienta estadı́stica importante que

nos permite planear, ejecutar e interpretar un experimentopara obtener conclusiones váli-

das y objetivas acerca del problema que se está estudiando.Un experimentose define

como una prueba planeada donde se introducen cambios controlados en las variables de

entrada de un proceso o sistema para observar el efecto de esos cambios sobre la salida o

variable respuestadel proceso o sistema. Esto se ejemplifica en la Figura 4.3.

ProcesoEntradax Saliday

a1 a2
. . .

an

b1 b2

. . .
bm

Factores controlables

Factores no controlables

Figura 4.3: Representación del proceso.

La realización de un experimento tiene como objetivo determinar qué variables de

entrada pueden tener mayor influencia en la respuesta o determinar valores de las variables

de entrada de manera que se produzca una respuesta deseada o que la variabilidad de la

respuesta sea muy pequeña.

Para llevar a cabo un buen experimento se recomienda seguir un esquema general

de procedimientos; para llevar a cabo este trabajo de investigación se sigue el esquema

presentado por Montgomery [2006] el cual se enlista a continuación:

1. Identificar y enunciar el problema.

2. Elegir factores, niveles y rangos.

3. Seleccionar de variables respuesta.

4. Elegir el diseño experimental.

5. Realizar del experimento.
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6. Analizar estadı́sticamente los datos.

7. Dar conclusiones y recomendaciones.

En muchos experimentos se tiene principal interés en estudiar los efectoso la in-

fluencia de uno, dos o másfactoressobre una o variasvariables respuesta, estos factores

pueden ser controlables o no, cualitativos o cuantitativos. Cada factor tieneniveles, es de-

cir, valores especı́ficos dentro de un rango definido por el experimentador. Las variables

respuestas deben ser cuantificables de manera que provean información útil acerca del

proceso que se desea estudiar. Es importante determinar el número deréplicasdel expe-

rimento, es decir, la cantidad de repeticiones independientes que se harán de experimento

con cada combinación de niveles de los factores.
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SOLUCIÓN PROPUESTA

La formulacíon de un problema,

es ḿas importante que su solución.

- Albert Einstein.

En este capı́tulo se presenta elmarco de trabajopropuesto para abordar el estudio

de propiedades estructurales en instancias que afectan el desempeño algorı́tmico. En la

Sección 5.1 se define el tipo de problemas que abordaremos; estos están relacionados con

grafos. Posteriormente en la Sección 5.2 se enuncian las diversas consideraciones que se

deben tomar en cuenta al generar instancias de grafos de igual tamaño y orden pero dife-

rente estructura y la Sección 5.3 describe qué consideraral caracterizarlas. En la Sección

5.4 se discuten las caracterı́sticas a tomar en cuenta cuando se eligen algoritmos para abor-

dar el estudio. En la Sección 5.5 se discute por qué las medidas tradicionalmente usadas

para medir el desempeño de los algoritmos no son adecuadas para el estudio que se realiza

en este trabajo y se propone una medida de caracterización basada en la convergencia de

los algoritmos hacia una determinada solución. Finalmente en la Sección 5.6 se detallan

aspectos que se deben considerar para establecer relaciones entre las propiedades estruc-

turales de las instancias y el desempeño algorı́tmico. Este marco de trabajo se aplica para

un problema en particular en el Capı́tulo 6.

5.1 ELECCIÓN DEL PROBLEMA

Para realizar este trabajo, se acotó la población de estudio a instancias de problemas

computacionales relacionados con grafos, introducidos enSección 2.1. Los grafos son

una de las herramientas más importantes en las ciencias computacionales, matemáticas,

ingenierı́a y muchas otras disciplinas ya que proporcionanuna representación abstracta
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de relaciones entre elementos que conforman una amplia variedad de sistemas [Skiena,

2008]. Otro aspecto que jugó un importante papel en la decisión de trabajar con grafos

fue que en la literatura existe una amplia cantidad modelos de generación de grafos con

diferente estructura y funciones que permiten caracterizar propiedades estructurales —

descritas en la Sección 2.2 — de los grafos.

5.2 GENERACIÓN DE INSTANCIAS

Para aplicar el marco de trabajo propuesto y lograr el objetivo planteado en este tra-

bajo, es necesario que las instancias de prueba cumplan con ciertas caracterı́sticas que es

tener grafos con el mismo ordenn y tamañoe pero diferente estructura. Para el problema

computacional elegido existen instancias de prueba que no cumplen con estas caracterı́sti-

cas; si bien se cuenta con grafos de diferentes estructuras,entre los grafos que comparten

la misma estructura no tienen el mismo tamaño o se cuenta conpocas instancias para reali-

zar comparaciones significativas entre ellas. Con el fin de observar efectos estructurales en

la solución del problema y poder realizar comparaciones, se utilizan modelos de genera-

ción de redes complejas, los cuales proporcionan una herramienta paragenerar instancias

de grafos controlando el orden y tamaño pero con diferente estructura.

Los modelos utilizados para generar las instancias de grafos son: el modelo de

Erdős-Rényi (ER), el de Watts-Strogatz (WS), el de Barab´asi-Albert (BA), el de Klein-

berg (KL) y el modelo de grafos geométricos aleatorios (RGG). Los modelos fueron im-

plementados en lenguaje Java [Goslinget al., 2005]. Se desarrolló una herramienta de

generación de grafos; a través de su interfaz gráfica pueden visualizarse grafos que con-

tienen hasta100 nodos y a través de la terminal o consola pueden generarse grafos de

hasta4,900 nodos. Las instancias de grafos tienen el formato DIMACS [2010].

Es importante trabajar con conjuntos de grafos de diferenteorden, a medida que el

orden de los grafos va creciendo también crece el número dearistas que se pueden tener

en los grafos. Para fines de comparación, en lugar de manejarel número de aristase, se

trabajará con la densidadden(G) de los grafos, es decir, con la proporción de aristas pre-

sentes de las máximas posibles, dependiendo del número denodos con el que se generen

los grafos.

Una parte importante en la generación de instancias es el ajuste de parámetros de

los modelos usados de manera que se generen instancias con elmismo número de nodos

y de aristas. Algunos parámetros de entrada imponen ciertas restricciones para establecer
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el orden y densidad de los grafos. Por una parte el modelo KL utiliza una malla des× s

nodos, por lo cual para cualquier modelo el orden de los grafos es restringido por el

parámetros del modelo KL, es decir,n = s2. Restricciones en cuanto al número mı́nimo

de aristas que pueden tener los grafos son impuestas por el modelo WS y KL al crear el

anillo y la malla respectivamente. A partir de las restricciones dadas por estos modelos se

obtuvieron los parámetros para cada uno de los modelos mencionados.

Un aspecto importante es trabajar con grafos conexos: si se generaran grafos no

conexos se tendrı́an instancias fáciles, ya que cada componente no conexo equivaldrı́a a

resolver el problema para cada componente que se tenga. Los modelos KL, WS y BA

construyen grafos conexos, pero los modelos ER y RGG al generar grafos de baja densi-

dad pudiesen resultar grafos no conexos. Debido a que verificar la conexidad de los grafos

al momento de generarlos es costoso computacionalmente, sehicieron adecuaciones a los

modelos ER y RGG para asegurar que grafos de baja densidad sean conexos. Para el mo-

delo ER se generó primeramente un árbol abarcante (en inglés:spanning tree) con lo cual

se tienenn − 1 aristas en el grafo y después se aplicó el modelo tal cual para agregar las

aristas faltantes para completar la densidad deseada. En elcaso del modelo RGG prime-

ro se generó un árbol mı́nimo abarcante (en inglés:minimum spanning tree) y después

se agregaron aristas entre nodos más cercanos hasta obtener la densidad deseada. El mo-

delo de BA no especifica el número de nodos iniciales ni como deben estar conectados

para empezar a construir los grafos; con el fin de no inducir una estructura en particular

a los grafos generados con este modelo, se inicia la generación de grafos con dos nodos

conectados.

5.3 CARACTERIZACIÓN DE INSTANCIAS

Generalmente cuando se trabaja con instancias de grafos se presta principal atención

al número de nodosn y el número de aristase, el grado mı́nimoδ(G), el grado máximo

∆(G) y el grado promedio〈k〉. Esto proporciona información acerca de la distribucióndel

grado, pero esta información no es suficiente; como discute[Alderson, 2008], se pueden

tener grafos con la misma distribución del grado pero diferente estructura, por lo que es

importante contar con funciones de caracterización que nos permita tener una idea de

cómo es la estructura del grafo que estamos estudiando. Las funciones de caracterización

usadas son las descritas en la Sección 2.2.1.



CAPÍTULO 5. SOLUCIÓN PROPUESTA 68

5.4 ELECCIÓN DE ALGORITMOS

Los algoritmos seleccionados para estudiar el efecto de la estructura de las instancias

en el desempeño algorı́tmico deben obtener buenas soluciones para el problema que se

desea resolver. Además es deseable que formulen de diferente manera la función objetivo

o en que generen de manera diferente las vecindades. También es importante seleccionar

algoritmos que no tengan demasiados parámetros a ajustar que estén relacionados con el

funcionamiento del algoritmo o en su defecto seleccionar aquellos en los cuales se provean

información suficiente acerca de los valores de parámetros con los cuales se ha observado

que los algoritmos tengan el mejor desempeño1. Lo importante en este punto es tener

cierta diversidad en cuanto a estrategias de solución con el fin de observar el efecto de la

estructura de la instancia independientemente del los aspectos mencionados.

5.5 CARACTERIZACIÓN DE DESEMPẼNO ALGORÍTMICO

Cuando se evalúa el desempeño de un algoritmo no se puede evitar realizar com-

paraciones con otros algoritmos que resuelven el mismo problema utilizando instancias

de prueba. Para realizar estas comparaciones se realizan ungran número de repeticiones

midiendo el tiempo de cómputo promedio, el número de iteraciones promedio realizadas

por el algoritmo, la media y desviación estándar de las soluciones obtenidas y la mejor

solución obtenida; este gran número de repeticiones es debido a las caracterı́sticas del

equipo donde se realizan las experimentaciones y el ambiente de desarrollo tal como lo

discute McGeoch [2001].

Diversos investigadores se han dado a la tarea de generar gu´ıas para el experimenta-

dor acerca de cómo presentar los resultados obtenidos cuando se evalúa el comportamiento

de algoritmos de manera que no se lleguen a malas interpretaciones de estas medidas, por

qué no usar ciertas medidas o qué tipo de media — aritmética o geométrica — utilizar

[Barr et al., 1995; Birattari y Dorigo, 2007; Fleming y Wallace, 1986].

En nuestro caso estas medidas de desempeño no son útiles para lograr el objetivo

perseguido en este trabajo: la medida de desempeño que se desea utilizar no debe verse

afectada por el equipo en el cual se ejecutan los algoritmos ni por el lenguaje de progra-

mación utilizado. Estos dos aspectos impactan en mediciones relacionadas con el tiempo

1En caso de tener un algoritmo que tenga como entrada varios parámetros y no se tenga información
acerca de los valores con los cuales ha tenido buen desempeño, se deberá hacer un estudio orientado al
ajuste de parámetros.
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de cómputo. Si bien el tiempo de cómputo indica la velocidad de convergencia a una so-

lución, no indica cómo fue esa convergencia. Por otro lado, el desempeño del algoritmo

también se ve afectado por factores como laformulacíon de la funcíon objetivoy la ge-

neración devecindades. Estas soluciones obtenidas al final de la ejecución si biensirven

para medir la robustez del algoritmo, no indican cómo fue eldesempeño del algoritmo

durante la ejecución [Barret al., 1995].

Como se discutió en la Sección 4.5, para estudiar el efectode la estructura de una

instancia es necesario usar una medida que permita abstraercómo se llego a una solución.

Recordemos que el objetivo principal de este trabajo es determinar propiedades estructu-

rales en instancias de grafos que influyen en la complejidad de resolución de la instancia.

En primer lugar se desea identificar estructuras de grafos para las cuales la comple-

jidad de solución es mayor. Para ello es importante generarinstancias del mismo tamaño

que posean diferente estructura, tal como se discutió en las Secciones 4.2 y 5.2. Además

es importante fijar parámetos de manera que sea posible observar el efecto de la estructura

de la instancia en la manera en que el valor objetivo disminuye o aumenta según sea el

caso.
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Figura 5.1: Comportamiento de un algoritmo que resuelve un problema concinco
instancias de igual tamaño pero diferente estructura.

Se desea determinar si una estructura de grafo influye de manera similar indepen-

dientemente de la formulación de la función objetivo y generación de vecindades por ello
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es necesario trabajar con diferentes algoritmos. Con estasconsideraciones lo que se busca

es aislar el efecto que la estructura tuviese en el desempeño. En la Figura 5.1 se muestra

el comportamiento de un algoritmo configurado con los mismosparámetros para resolver

un problema para instancias de igual tamaño pero diferenteestructura. Las soluciones fi-

nales pueden ser distintas o similares, pero el cómo se llegó a esas soluciones es diferente.

Para lograr identificar efectos de la estructura se propone obtener medidas de desempeño

caracterizando elperfil de desempeño, compuesto por el valor de la función objetivo en

cada iteración del algoritmo.

Al momento de estar trabajando con algunas instancias de prueba y los algoritmos

seleccionados para obtener el valor de la función objetivoen cada iteración, se consi-

deró hacer una regresión cuadrática con los valores obtenidos en cada ejecución del al-

goritmo, como se muestra en la Figura 5.2, como puede observarse al hacer el ajuste a

una función cuadrática se pierde información, por ejemplo, de las veces que el algoritmo

obtuvo la misma solución durante varias iteraciones.
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Figura 5.2: Caracterización del perfil de desempeño mediante regresión cuadráti-
ca.
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En segundo lugar se consideró utilizar el promedio de laspendientes2 en el perfil de

desempeño; sin embargo se puede tener dos perfiles de desempeño cuya convergencia es

totalmente distinta y aún ası́ el cálculo de la pendiente promedio arroja el mismo valor,

como se observa en la Figura 5.3. Ante este caso se consideróotorgar un coeficiente de

ponderacíon λ a las pendientes de tal manera queλ fuera disminuyendo a medida que

cambios en la pendiente fueran ocurriendo. El principal inconveniente de esto es determi-

nar el valor de decremento deλ ante la incertidumbre de cuántos cambios de pendiente en

el perfil de desempeño se pueden tener. En los perfiles ilustrados en la Figura 5.3 ambos

tienen tres cambios de pendiente que equivalen a tres segmentos de recta; en la Tabla 5.1

se listan las pendientes de cada segmento según el orden de occurrencia.
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Figura 5.3: Dos perfiles de desempeño diferentes pero con el mismo conjunto de
pendientes.

Tabla 5.1: Pendientes de los perfiles mostrados en la Figura 5.3.

Perfil superior Perfil inferior
Segmento Pendiente Segmento Pendiente

1 -1/12 1 -5/3
2 -2/3 2 -2/3
3 -5/3 3 -1/12

2Las pendientes en el perfiles de desempeño son las diferentes inclinaciones que se presentaron en el
perfil de desempeño. Interpretada geométricamente, la pendiente es la razón de cambio en el valor de la
función objetivo al ir iterando el algoritmo, es deseable que para problemas de minimización la pendiente
sea negativa y para problemas de maximización la pendientesea positiva.
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La caracterización del perfil de desempeño se realiza sumando el área bajo cada uno

de losm segmentos de recta que forma el perfil de desempeño; el áreatotalA bajo el

perfil de desempeño se calcula mediante la regla de Simpson usando como lı́mite inferior

y superior los puntos donde la pendiente cambia:

A =
m
∑

k=1

∫ bk

ak

fk(x) dx ≃
m
∑

k=1

bk − ak
6

[

fk(ak) + fk

(

ak + bk
2

)

+ f(bk)

]

. (5.1)

Ante la posibilidad de tener dos perfiles de desempeño diferentes con la misma

área, se realiza unaregresíon cuadŕatica y exponencialpara comparar entre perfiles los

coeficientes de la ecuación cuadrática y también el coeficiente y exponente de la ecuación

exponencial. Sin embargo estas diferencias son tan pequeñas que carecen de significan-

cia estadı́stica. En la Tabla 5.2 se muestran las medidas de los perfiles de la Figura 5.3:

promedio, promedio ponderado y el área bajo el perfil de desempeño.

Tabla 5.2: Medidas de desempeño para los perfiles de la Figura 5.3.

Medida Perfil 1 Perfil 2
Pendiente promedio -0.85 -0.85

Pendiente ponderadaλ = 0.33 -1.07 -2.1
Pendiente ponderadaλ = 0.2 -1.62 -2.25
Pendiente ponderadaλ = 0.1 -2.07 -2.33
Pendiente ponderadaλ = 0.02 -0.77 -0.8

Área bajo perfil 46.5 136.5

Los datos necesarios para caracterizar el desempeño algorı́tmico son el vector con

los valoresX de la función objetivo en cada iteración de los algoritmosusados y el número

total de iteracionesiter totales . El procedimiento para obtener el área bajo el perfil

de desempeño se muestra en el Algoritmo 5.1. Esta medida puede calcularse igual en

lı́nea como fuera de lı́nea con complejidad asintóticaO(m), dondem es la cantidad de

segmentos como en la Ecuación 5.1.

La idea de caracterizar el perfil de desempeño mediante el área debajo del perfil,

pudiera asociarse al área bajo la curva ROC3 la cual se emplea como un ı́ndice de la

3Una curva ROC — Caracterı́stica Operativa del Receptor (en ingles:Receiver Operating Characteris-
tic) — es una representación desensibilidadfrente a laespecificidadpara un sistema clasificador binario
(positivo vs. negativo) según la variación el umbral de discriminación. La sensibilidad es la probabilidad de
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Algoritmo 5.1: Área bajo el perfil de desempeño.
Entrada : Un vectorX de tamañoiter totales

Salida: El área bajo el perfil de desempeño

Inicio
aux ← 0.0;
area total ← 0.0;
lim inf ← lim sup ← 0;
Desdei ← 1 hasta total iter −1 hacer

pendiente ← (X [i +1]−X [i ])/(i +1−i );
Si aux 6= pendiente entonces

lim sup ← i ;
const ← (pendiente ∗−i ) +X [i ];
area total ← area total + ((lim sup−lim inf )/6) ∗
(pendiente ∗ lim inf + const ) +
4 ∗ ((pendiente ∗(lim inf −lim sup )/2)+const ) +
(pendiente ∗lim sup+const );

Fin si
lim inf ← lim sup ;
aux ← pendiente ;

Fin desde
Devuelvearea total ;

Fin

exactitud de un sistema clasificador binario [Mason y Graham, 2002]. Sin embargo el

área debajo del perfil de desempeño, no se ve como una probabilidad, si no como una

cantidad que denota que tan difı́cil fue para un algoritmo resolver el problema con una

instancia determinada. En el caso de problemas de minimización a mayor área más difı́cil

fue resolver la instancia del problema, a menor área más f´acil fue resolver la instancia del

problema; en el caso de problemas de maximización, a mayor ´area más fácil fue resolver

la instancia del problema, a menor área más difı́cil fue resolver la instancia del problema.

5.6 DISEÑO EXPERIMENTAL

Contando con las propiedades estructurales y los indicadores de desempeño, es

importante determinar si la estructura de la instancia tiene un efecto significativo en el

desempeño algorı́tmico, determinar cuáles propiedadesestructurales son las que influyen

de manera importante y poder establecer relaciones entre estas dos variables de estudio.

clasificar correctamente a un individuo cuya clase real sea positiva y la especificidad es la probabilidad de
clasificar correctamente a un individuo cuya clase real sea negativa [Zouet al., 2007].
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El diseño experimental deberá proporcionar información de cómo diversos factores prin-

cipalmente la estructura de la instancia afectan la complejidad de solución independiente-

mente de los parámetros del problema y particularidades del algoritmo.

Una vez elegido el diseño experimental, es importante analizar los datos que se ge-

neran a partir de la caracterización de instancias y desempeño algorı́tmico para determinar

el tipo de pruebas estadı́sticas a utilizar ya sean paramétricas o no paramétricas. Debido

a la gran cantidad de datos que se generan, es importante considerar la utilización de

técnicas multivariadas tanto para reducir de dimensionalidad de las variables si es requeri-

do, ası́ como para explicar las relaciones existentes entrepropiedades estructurales de las

instancias y desempeño algorı́tmico.



CAPÍTULO 6

CASO DE ESTUDIO

La mejor estructura no garantizará
los resultados ni el rendimiento.

Pero la estructura equivocada
es una garantı́a de fracaso.

- Peter Drucker.

En esta capı́tulo se evalúa tanto la medida de desempeño algorı́tmico propuesta co-

mo la aplicación de la metodologı́a en un caso de estudio. Sepresentan resultados de cómo

la medida de desempeño sirve para identificar estructuras de grafos que tienen mayor im-

pacto en el desempeño algorı́tmico.

En la Sección 6.1 se presenta el problema seleccionado paraaplicar el marco de

trabajo propuesta en el capı́tulo anterior, ası́ como la medida de desempeño propuesta.

Primeramente se describe el problema a estudiar. En la Sección 6.2 se presenta informa-

ción acerca del tamaño y orden de las instancias de grafos generadas y en la Sección 6.3 se

describe su caracterización. En la Sección 6.4 se describen los algoritmos seleccionados

para el estudio y las razones por las cuales se seleccionaron. Además se describe cómo

se efectuaron las experimentaciones y cómo se obtuvieron las medidas de caracteriza-

ción del desempeño algorı́tmico. Finalmente en la Secci´on 6.6 se presentan los resultados

obtenidos al caracterizar el perfil de desempeño con la medida propuesta

6.1 ELECCIÓN DEL PROBLEMA: COLOREO DE GRAFOS

Formalmente el problema de coloreo de grafos se plantea de lasiguiente manera:

dado un grafoG = (VG , EG) y un enterok > 1, unk-coloreo deG es una función

c : VG → {1, . . . , k} | c(u) 6= c(v), (v, u) ∈ VG . (6.1)

75
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Los nodos con colori(1 ≤ i ≤ k) definen unaclase de color. Si dos nodos adyacentes

tienen el mismo color se dice que se tiene unconflicto. Unk-coloreo sin conflictos se dice

que eslegal; ejemplos de coloreos legales se ilustran en la Figura 6.1.

(a) Un 5-coloreo legal. (b) Un 4-coloreo legal.

(c) Un 3-coloreo legal.

Figura 6.1: Diferentes coloreos legales para un grafo con9 nodos y15 aristas.

Al número mı́nimo de colores con el que se puede colorear un grafo sin tener conflic-

tos se denota comoχ(G) el número croḿaticodeG; un ejemplo es presentado en la Figura

6.1(c). Este problema es aplicado a la asignación de radiofrecuencias [Marx, 2004] y a la

de calendarización y asignación de actividades [Trick, 2010]. Es importante señalar que

cada clase de color es un conjunto independiente1 de nodos, por lo que unak-coloración

es lo mismo que una partición del conjunto de nodos enk conjuntos independientes y los

términosk-partición de conjuntos independientes yk-coloreo tienen el mismo significado.

6.2 GENERACIÓN DE INSTANCIAS

En una primera etapa se generaron instancias de grafos de media y alta densidad,

den(G) ∈ {0.2, 0.4, 0.6, 0.8}; todos estos valores se consideran altos dado que las redes

del mundo real tienen densidades menores a0.0001 [Newman, 2003]. Información acerca

1Un conjunto independiente es un conjunto de nodos en un grafotal que ninguno es adyacente a otro.



CAPÍTULO 6. CASO DE ESTUDIO 77

del número de nodos y densidades de las instancias generadas con los modelos de ER,

BA, KL, RGG y WS se muestra en la Tabla 6.1. La cantidad de aristas puede calcularse

de la siguiente manera:(n · (n − 1)/2) · den(G). Por cada modelo para cada número de

nodos y densidades se generaron30 instancias, dando un total de1,800 instancias de alta

densidad.

Tabla 6.1: Información acerca de los grafos con alta densidad.

n den(G) n denG n den(G)

64

0.2

256

0.2

1,024

0.2
0.4 0.4 0.4
0.6 0.6 0.6
0.8 0.8 0.8

También se generaron30 instancias de grafos con un mayor número de nodos y de

baja densidad por cada uno de los modelos de ER, BA, KL, RGG y WS. Tomando en

cuenta los parámetros que necesitan cada uno de los modelosy restricciones que imponen

cada uno de ellos al momento de generar grafos con el mismo orden y tamaño, se buscaron

aquellos parámetros de generación que permitieran generan grafos con la más baja den-

sidad posible, ya que como se mencionó anteriomente la redes del mundo real tienden a

tener densidades muy bajas [Albert, 2001; Newman, 2003]. Información referente a estas

instancias se presenta en la Tabla 6.2; en total fueron generadas1,050 instancias de baja

densidad.

Tabla 6.2: Información acerca de los grafos con baja densidad.

n den(G) n den(G)
100 ∼ 0.059 2,500 0.002

400 0.015 3,600 0.001

900 0.007 4,900 ∼ 0.001

1,600 0.004

6.3 CARACTERIZACIÓN DE INSTANCIAS

Se utilizaron funciones de caracterización de redes complejas para obtener medidas

de propiedades estructurales de las instancias generadas;detalles de estas funciones fueron

descritas en la Sección 2.2.1. Fueron implementadas en lenguaje Java [Goslinget al.,

2005].

Además del número de nodos y de aristas de los grafos, los datos recabados fueron el

grado promedio y la desviación estándar de los grados. Para obtener información adecuada
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acerca de la distribución del grado, se obtuvieron medidasestadı́sticas como la curtosis,

asimetrı́a, varianza, coeficiente de variación, valor máximo, valor mı́nimo y rango [Ross,

2009].

Se calcularon funciones de caracterización que proveen información global de los

grafos, como coeficiente de agrupamiento, coeficiente de dispersión del grado, longitud de

ruta más corta, diámetro, radio, eficiencia local y global. Estas funciones son promedios

sobre información local por lo cual también se calcularonlas medidas estadı́sticas antes

mencionadas para la distribución del grado para cada una delas funciones globales. Todas

estas funciones proporcionan información cuantitativa que permite buscar un patrón en la

estructura que impacte en el desempeño algorı́tmico.

6.4 ELECCIÓN DE ALGORITMOS Y CARACTERIZACIÓN DE

DESEMPẼNO

Se tomaron algoritmos del estado del arte para la solución del problema dek-coloreo

[Blöchliger y Zufferey, 2008]. Estos algoritmos formulande diferente manera la función

objetivo y la vecindad de soluciones, lo cual permite independientemente de estos dos

aspectos observar la influencia de la estructura de la instancia en el espacio de soluciones

generado. Además que proporcionan valores de parámetrospropios de los algoritmos con

los cuales se obtuvieron mejores resultados. El código de los cuatro algoritmos está dispo-

nible enhttp://www.bloechligair.ch/science/ . Otro punto más por el cual

se seleccionaron estos algoritmos es que permiten variar elparámetro del problema, es

decir, la cantidad de coloresk con la cual se desea colorear el grafo. A continuación se

describen brevemente los algoritmos seleccionados:

TabuCol En este algoritmo, una solución consiste enk conjuntosC1, C2 . . . , Ck. Si v ∈

Ci entoncesv tiene asignado el colori. La solución inicial es generada con un

algoritmo voraz donde cada nodov se asigna aCi dondei es el menor valor posible

sin crear un conflicto. Si esto es imposible, se selecciona aleatoriamente un conjunto

C. La función objetivo es minimizar el número de aristas en conflicto. Una solución

vecina se obtiene cambiando el color de uno de los nodos que introduce el conflicto.

La tenencia tabú se calcula comoUNIFORM(0, 9) + α ∗ NCV(s) dondeα la fijan en

0.6 y NCV(s) representa el número de nodos que están en conflicto, por loque la

tenencia tabú esdinámica[Blöchliger y Zufferey, 2008].

http://www.bloechligair.ch/science/
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Reac-TabuCol La función objetivo, la solución inicial y la obtención de las soluciones

vecinas se definen igual que en el algoritmo TabuCol. Lo que cambia es la mane-

ra que se calcula la tenencia tabú; es ajustada de manerareactivadependiendo del

valor de la función objetivo. Si la función objetivo fluct´ua mucho, la tenencia dismi-

nuye lentamente; en caso contrario, la tenencia se incrementa. Cuando la tenencia

tabú es muy pequeña y la búsqueda local actúa como un “descenso acelerado”; por

otra parte cuando la tenencia tabú es grande la búsqueda sediversifica. Blöchliger

y Zufferey [2008] ofrecen detalles acerca de cómo medir la fluctuación del valor

objetivo.

PartialCol En este algoritmo una solución consiste enk conjuntos disjuntos estables

(no contienen nodos adyacentes)S1, . . . Sk y un conjuntoO = VG \
⋃k

i=1 Si. Si

v ∈ Si, entoncesv tiene asignado el colori. Si v ∈ O, entoncesv no está coloreado.

Blöchliger y Zufferey [2008] discuten cómo el espacio de solución inducido por esta

solución y la obtenida mediante el algoritmo TabuCol es diferente. Para generar la

solución inicial usan un algoritmo voraz: cada nodov se asigna aSi dondei es el

menor valor posible de manera queSi permanezca estable. Si esto no es posible, se

asigna al conjuntoO. La función objetivo es minimizar la cantidad de nodos en el

conjuntoO. Una solución vecina se obtiene coloreando un nodou ∈ O con el color

c, por lo que es posible queSc no sea estable. Si esto ocurre los nodos adyacentes a

u se remueven deSc de manera que se vuelta estable. La tenencia tabú es dı́namica

y se calcula de la misma manera que en TabuCol.

React-PartialCol La función objetivo, la solución inicial y la obtención de las soluciones

vecinas se definen igual que en el algoritmo PartialCol; lo que cambia es la manera

que se calcula la tenencia tabú. La tenencia tabú es ajustada de manerareactiva

como se describe en Reac-TabuCol.

Para cada instancia se ejecutaron los cuatro algoritmos treinta veces para cada valor

k elegido. Esta cantidad de veces asegura contar con la cantidad de muestras suficiente

para que el experimento tenga potencia alta, es decir, que elexperimento pueda detectar

diferencias pequeñas entre las medias que se estarán comparando. En cada ejecución se

obtuvieron los perfiles de desempeño (el valor de la función objetivo en cada iteracion

del algoritmo). La caracterización se realizó fuera de l´ınea, es decir, al terminar cada

ejecución.

La información obtenida en cada ejecución fueron: el área bajo el perfil de desem-

peño, pendiente promedio del perfil, ası́ como la pendientepromedio ponderada con



CAPÍTULO 6. CASO DE ESTUDIO 80

λ = 0.02, resultados de regresiones cuadráticas y exponenciales;esto para fines de eva-

luación de la medida de desempeño propuesta. Además parafines de evaluación y com-

paración se obtuvo información acerca del número de iteraciones, solución final de cada

ejecución, distancias entre soluciones e información acerca del espacio de soluciones ob-

tenida con las medidas descritas en la Sección 2.6.2. Se promediaron los resultados de las

treinta ejecuciones.

Se observó el desempeño de los algoritmos para diferentesparámetros del problema,

k. El rango de valores parak fue determinado considerando cotas inferiores y superiores

para el número cromáticoχ(G). Para obtener cotas inferiores se calculó a través de CLI-

QUER [Niskanen yÖstergård, 2003] los tamaños de clique; para las cotas superiores se

ejecutó el algoritmo DSATUR [Brélaz, 1979] de manera que se tienen los mejores valores

deχ(G) conocidos para los grafos generados.

6.5 DISEÑO EXPERIMENTAL

Una vez caracterizadas las instancias mediante las propiedades estructurales y el

desempeño algorı́tmico, se procede a establecer relaciones entre estos dos aspectos. Pri-

meramente se clasifican los grafos en clases de acuerdo a sus propiedades estructurales

y se comparan las clases resultantes con los modelos de generación empleados con el

objetivo de confirmar que cada modelo generó grafos diferentes en términos estructurales.

Una vez confirmado esto, el diseño experimental se enfoca endeterminar cuál o

cuáles propiedades estructurales afectan significativamente el desempeño algorı́tmico. Pri-

mero, se examina si existen diferencias estadı́sticas entre la medida de desempeño sobre

diferentes estructuras de instancias. Esto se logra a trav´es de pruebas ANOVA [Miller,

1997], siempre controlando el tamaño y orden del grafo. Después se utilizan pruebas de

Tukey [1991] para identificar qué clases de grafos tienen undesempeño algorı́tmico si-

milar y cuáles difieren, identificando también para qué clases de grafos fué más fácil o

más difı́cil resolver el problema. Los resultados obtenidos con las pruebas de Tukey se

verifican con un algoritmo de agrupamiento, el cual ayuda a identificar que propiedades

estructurales difieren entre las instancias fáciles y dif´ıciles. Por último se utilizan modelos

de regresión para establecer relaciones entre propiedades estructurales y la dificultad de

solución.
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6.6 RESULTADOS

En esta sección se presentan los resultados obtenidos al caracterizar el perfil de

desempeño con la medida propuesta —área bajo el perfil de desempeño— sobre los dos

conjuntos de instancias generadas. Se reportan resultadospor grupos: primero para grafos

con alta densidad y después para grafos con baja densidad. En ambos casos podemos

formular la siguiente hipótesis:La estructura de grafos de igual tamãno y orden impacta

en el desempẽno algoŕıtmico. Se presentan resultados en forma gráfica para una mejor

interpretación.

6.6.1 GRAFOS CON DENSIDADES ALTAS

El primer paso es confirmar que cada modelo generó grafos diferentes en términos

estructurales. Es importante mencionar que se esperaba quelos grafos generados con el

modelo WS tuvieran caracterı́sticas similares los generados con los modelos KL o RGG ya

que estos modelos generan grafos con un alto coeficiente de agrupamiento. Sin embargo,

al confirmar esto mediante algoritmos de agrupación, se observó que practicamente los

grafos WS eran similares a los generados por el modelo ER; esto se muestra en la Figura

6.2. Al realizar una revisión de los parámetros usados en el modelo WS, se detectó que

el parámetro de la probabilidad de reconexión era un valormuy alto lo que hace que la

estructura de pequeño mundo se pierda. Esto fue ajustado para generar grafos WS con

baja densidad dentro de la región de pequeño mundo.
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Figura 6.2: Confirmación de diferencias estructurales dependiendo del modelo
de generación para grafos con64 nodos y densidad0.2. Generar estas proyeccio-
nes con los demás grafos descritos en la Tabla 6.1 da como resultados el mismo
comportamiento.



CAPÍTULO 6. CASO DE ESTUDIO 82

Por cada instancia de los modelos se ejecutó30 veces cada algoritmo y se trabajó con

el promedio de la medida de desempeño propuesta; en la Figura 6.3 se muestran los resul-

tados obtenidos para grafos de alta densidad con64 nodos.

Figura 6.3: Área bajo el perfil de desempeño para grafos con64 nodos de me-
diana y alta densidad. En el ejex se representa los grafos generados con cierto
modelo, en el ejey se representan las diferentes densidades de los grafos genera-
dos, en el ejez representa el número de colores con los cuales fueron coloreados
los grafos. En cada coordenada(x, y, z) se dibuja un punto cuyo diámetro es pro-
porcional al área promediada sobre las instancias generadas con el modelox de
densidady y coloreadas conk = z.

Si se pone atención a las filas (ejex) que representan cada uno de los modelos,

puede observarse que la medida de desempeño refleja el efecto del tamaño de la instancia,

es decir, la densidad (ejey) afecta la convergencia de los algoritmos. Como señalan Mulet

et al. [2002], conforme cambia la densidad se necesitan más colores y el diámetro del

punto que representa el área aumenta.

En la Figura 6.3 también puede observarse que la medida de desempeño refleja el

efecto del parámetro del problema (ejez): a mayor número de colores es más fácil colo-

rear el grafo y los algoritmos tienen una rápida convergencia. Esto es estudiado por Flum

y Grohe [2006]: conforme el parámetro del problema aumenta, el diámetro del punto que

representa el área disminuye, por eso la forma de gota que seobserva en la gráfica. Es in-

teresante observar que cada modelo de generación tiene efecto similar sobre el desempeño
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algorı́tmico de los cuatro algoritmos usados para el estudio, lo cual indica que la estruc-

tura del grafo afecta la dificultad de solución independientemente de las formulaciones

de la función objetivo y la manera en la cual se definen las vecindades en el espacio de

soluciones.

Las conclusiones iniciales para este primer conjunto de instancias son las siguientes:

los grafos generados con el modelo BA y ER resultan más faciles de resolver que los ge-

nerados con el modelo KL y el modelo RGG. Debido a que la probabilidad de reconexión

usada en el modelo WS fue muy alta, se tienen grafos con las mismas caracteristicas es-

tructurales de los grafos generados con el modelo ER por lo cual el desempeño algoritmo

fue similar para estas dos familias de grafos. Es importanteseñalar dos aspectos: el prime-

ro es que este error al momento de fijar el parámetro permiti´o observar que efectivamente

la medida captura el efecto de la estructura en el desempeñoalgorı́tmico y el otro aspecto

es resaltar que la selección del modelo de generación no fija por si solo las propiedades

estructurales, si no también los valores de los parámetros empleados para la generación

afectan la estructura del grafo.

Figura 6.4: Área bajo el perfil de desempeño en escala logarı́tmica paragrafos
con64 nodos y densidad de0.8.

En la Figura 6.4 se muestra los resultados obtenidos del área bajo el pefil de desem-

peño para grafos con64 nodos y densidad de0.8, el ejey está en escala logarı́tmica y
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representa el área promedio, en el ejex se representa el parámetrok del problema. Se

puede observar que el comportamiento de los algoritmos y la convergencia hacia una so-

lución es similar; esto se debe a quela densidad es muy alta lo que provoca que los

modelos generen grafos casi completos, por lo cual diferencias estructurales se pierden

para grafos de muy alta densidad independientemente del modelo usado para generar-

los.Por ellose concluye que trabajar con grafos de muy alta densidad no proporciona

información útil acerca de la dificultad de las instancias.

6.6.2 GRAFOS CON DENSIDADES BAJAS

Para grafos con baja densidad, el efecto de la estructura en el desempeño es más

evidente; esto es ilustrado en la Figura 6.5. Sin embargo, elefecto del parámetrok del

problema de coloreo es dominante y no es trivial determinar qué modelo de generación

provee las instancias más fáciles o más difı́ciles a pesar del parámetrok que dicta la

complejidad del problema de coloreo, también en la Figura 6.5 hay que considerar que se

está graficando el área bajo el perfil de desempeño — promediado sobre las instancias y

las ejecuciones de los algoritmos — para grafos de diferenteorden, siendo el orden del

grafo otro factor dominante.

En un análisis más detallado — para grafos con determinadoorden yk = 3 — se

observa que en general los modelos BA y ER producen grafos de baja densidad más fáciles

de colorear; esto se observa en la Figura 6.6. Particularmente, incrementark es menos

beneficioso para los grafos BA que para los otros: su dificultad no se decrementa tan

rápido como otros modelos, inclusive para grafos BA con mayor densidad. Los modelos

RGG, KL y WS tienden a ser más difı́ciles de resolver para losvaloresk empleados en

este estudio.

Los cuatro algoritmos reaccionan de manera diferente ante los cambios en el paráme-

tro k: PartialCol y React-PartialCol tienen un comportamiento mientras que los algorit-

mos TabuCol y React-Tabucol presentan otros, por ejemplo seobserva que para estos

dos últimos algoritmos es más fácil resolver las instancias generadas con el modelo ER,

ası́ también las instancias KL son aún más difı́ciles de resolver por los algoritmos TabuCol

y React-Tabucol.
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Figura 6.5: Área bajo el perfil de desempeño para grafos conden(G) < 0.06.
En el ejex se representa los grafos generados con cierto modelo, en el eje y se
representan diferentes ordenes de grafos, en el ejez representa los colores con
los cuales fueron coloreados los grafos, en cada coordenada(x, y, z) se gráfica un
punto cuyo diámetro es logarı́tmicamente proporcional alárea promediada sobre
las instancias generadas con el modelox de densidady y coloreadas conk = z.
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(a) React-PartialCol (b) PartialCol

(c) React-TabuCol (d) TabuCol

Figura 6.6: Área bajo el perfil de desempeño para los cuatro algoritmos para
grafos con100 vértices con densidadden(G) < 0.06 sobre30 replicas. En el eje
x representa los grafos generados con diferentes modelos y elejey representa el
área bajo el perfil de desempeño.
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6.6.3 RESULTADOS ESTAD́ISTICOS

Para confirmar las conclusiones obtenidas a través del análisis realizado sobre las

gráficas obtenidas para la medida de desempeño propuesta,se realizaron pruebas estadı́sti-

cas en los datos obtenidos. Usamos el modelo de los efectos:

yij = µ+ τi + ǫij , (6.2)

dondei identifica la instancia yj el modelo con la cual fue generada,yij es el área bajo

el perfil de desempeño,µ es el promedio global,τi es el efecto de la estructura del grafo

— identificado por cada modelo de generación — yǫij es un error aleatorio; se realizaron

N = 30 réplicas por observación. Se estudia la hipótesis que elefecto de la estructura

del grafo es nula, es decir, que el desempeño algorı́tmico fuese igual para todos los grafos

independientemente del modelo de generación usado. Para aceptar o rechar la hipótesis se

realizó una prueba ANOVA por cada algoritmo;

H0 : τ1 = τ2 = · · · = τa = 0,

H1 : al menos unaτi 6= 0,
(6.3)

dondea = 5. El criterio de rechazo se fijó comoF0 > Fα, a−1, N−a, con un nivel de

significancia deα = 0.05 y una potencia de0.916.

GRAFOS CON DENSIDADES ALTAS

El análisis de la varianza fue llevado a cabo para todas las instancias de alta densidad

— para información de orden y tamaño de los grafos ver Tabla6.1 — usando valores de

k que caen dentro del régimen difı́cil del problema. Para cada algoritmo se tiene que

F0.05, 4, 25 = 2.76, con criterio de rechazoF0 > F0.05, 4, 25, la hipótesis nula (el efecto del

modelo de generación no introduce variabilidad, veasé Ecuación 6.3) es rechazada y la

hipótesis alternativa (al menos un modelo de generación de grafos introduce variabilidad

en la variable respuesta) es aceptada. Esto permite concluir que hay un efecto significativo

en el desempeño algorı́tmico causado por la estructura de la instancia, independientemente

del algoritmo utilizado en el experimento.

Sin embargo, en la Tabla 6.3, puede observarse que cuando la densidad se incre-

menta, los valores del estadı́sticoF0 se decrementan, indicando que las diferencias en el

comportamiento del algoritmo es menos evidente. Esto es debido a que los grafos con al-

ta densidad comparten propiedades estructurales similares por ser casi completos, lo que

hace que independientemente del modelo usado para generar los grafos estos sean simila-
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res y por tanto el efecto de la estructura de las instancias nopueden ser diferenciadas, tal

como se discutió anteriormente al describir la Figura 6.4.

Tabla 6.3: Resultados de las pruebas ANOVA para las instancias de grafos con
64 nodos, se señala la densidad y el número de colores empleado (den(G), k).

Algoritmo
(0.2, 3) (0.4, 5) (0.6, 8) (0.8, 15)
F0 F0 F0 F0

PartialCol 485.40 434.60 154.70 114.12
React-PartialCol 647.40 554.60 161.80 136.91
TabuCol 406.70 214.30 178.40 133.60
React-TabuCol 392.40 179.30 151.18 137.00

GRAFOS CON DENSIADADES BAJAS

El análisis de la varianza para los grafos de baja densidad —información de los

grafos en la Tabla 6.2 — coloreados conk = 3 colores, los resultados se muestran en

la Tabla 6.4. Para cada algoritmo ejecutado sobre el conjunto de grafos de baja densidad

se tiene queF0.05, 4, 25 = 2.76, con criterio de rechazoF0 > F0.05, 4, 25, la hipótesis nula

(el efecto del modelo de generación no introduce variabilidad, veasé Ecuación 6.3) es

rechazada y la hipótesis alternativa (al menos un modelo degeneración de grafos introduce

variabilidad en la variable respuesta) es aceptada. Lo que permite concluir nuevamente

que hay un efecto significativo en el desempeño algorı́tmico causado por la estructura de

la instancia, independientemente del algoritmo utilizadoen el experimento.

Tabla 6.4: Resultados de las pruebas ANOVA para las instancias de grafos con
baja densidad.

Algoritmo
100 400 900 1,600 2,500 3,600 4,900
F0 F0 F0 F0 F0 F0 F0

PartialCol 1,340 1,645 1,412 1,386 1,919 2,511 1,517
React-PartialCol 1,146 1,876 2,355 1,641 3,872 3,378 3,246
TabuCol 1,307 3,213 4,088 4,891 18,524 44,902 26,815
React-TabuCol 1,647 2,912 5,671 7,700 30,263 76,313 31,356

Para validar estas conclusiones se verificaron que se cumplieran los supuestos de

normalidad a través de las gráficas de los residuales resultando NID(0, σ2) y sin patro-

nes, como es requerido para que el análisis de la varianza sea válido; un ejemplo de estas

gráficas se muestra en la Figura 6.7; es importante señalarque para cada uno de los resul-
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tados de las pruebas ANOVA se obtuvieron gráficas de residuales similares sin patrones y

normalmente distribuidos.

Figura 6.7: Gráficas de los residuales para comprobar los supuestos de normali-
dad para validar el análisis de la varianza.

Para los cuatro algoritmos, se encontró — a través de los resultados de la prueba

ANOVA y pruebas de Tukey — que las instancias de grafos con100, 400 y 900 nodos

generadas con los modelos KL, WS, y RGG son más difı́ciles deresolver que aquellos

generados con los modelos BA y ER; para mayor claridad observe las Figuras 6.6, 6.8 y

6.9.

Cuando se comienza a incrementar el orden de los grafos se observa en las instancias

con 1,600, 2,500, 3,600 y 4,900 nodos (Figuras 6.10, 6.11, 6.12 y 6.13) que los grafos

generados con el modelo RGG paulatinamente son fáciles de resolver, conservándose el

mismo comportamiento para las demás instancias, es decir,los modelos KL y WS son

más difı́ciles de resolver que aquellos generados con los modelos BA y ER.
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Figura 6.8: Área bajo el perfil de desempeño para los cuatro algoritmos para
grafos con400 vértices con densidadden(G) = 0.015 sobre30 réplicas. En el eje
x representa los grafos generados con diferentes modelos y elejey representa el
área bajo el perfil de desempeño.
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Figura 6.9: Área bajo el perfil de desempeño para los cuatro algoritmos para
grafos con900 vértices con densidadden(G) = 0.007 sobre30 réplicas. En el eje
x representa los grafos generados con diferentes modelos y elejey representa el
área bajo el perfil de desempeño.
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Figura 6.10: Área bajo el perfil de desempeño para los cuatro algoritmos para
grafos con1600 vértices con densidadden(G) = 0.004 sobre30 réplicas. En el
ejex representa los grafos generados con diferentes modelos y elejey representa
el área bajo el perfil de desempeño.
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Figura 6.11: Área bajo el perfil de desempeño para los cuatro algoritmos para
grafos con2500 vértices con densidadden(G) = 0.002 sobre30 réplicas. En el
ejex representa los grafos generados con diferentes modelos y elejey representa
el área bajo el perfil de desempeño.
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Figura 6.12: Área bajo el perfil de desempeño para los cuatro algoritmos para
grafos con3600 vértices con densidadden(G) = 0.001 sobre30 réplicas. En el
ejex representa los grafos generados con diferentes modelos y elejey representa
el área bajo el perfil de desempeño.
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Figura 6.13: Área bajo el perfil de desempeño para los cuatro algoritmos para
grafos con4900 vértices con densidadden(G) < 0.001 sobre30 réplicas. En el
ejex representa los grafos generados con diferentes modelos y elejey representa
el área bajo el perfil de desempeño.
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6.6.4 CLASIFICACIÓN DE INSTANCIAS

Ahora lo importante es determinar qué propiedades estructurales permiten diferen-

ciar entre instancias fáciles y difı́ciles de resolver. Debido a que se controló el tamaño y

orden de las instancias generadas, medidas estructurales simples como la densidadden(G)

y grado promedio〈k〉 son necesariamente similares independientemente del modelo de

generación de instancias usado.

Para identificar aquellas propiedades estructurales que permitan diferenciar entre

instancias fáciles y difı́ciles, se utilizó un algoritmode agrupamiento llamado Xmeans

[Pelleg y Moore, 2000], el cual está implementado en Weka [Hall et al., 2009]. El agru-

pamiento se realizó usando los datos obtenidos en la caracterización de instancias, los

cuales fueron descritos en la Sección 6.2; para cada instancia se obtiene un vector con las

propiedades estructurales.

Lo primero que se corroboró fue que los grafos, agrupados deacuerdo a sus pro-

piedades, lo hacen de acuerdo al modelo con el cual se generaron y además se estuvo

identificando qué propiedades — obsérvese con atención la Figura 6.14(b) — hacen que

las instancias de grafos difı́ciles de resolver estén másseparadas que las instancias de

grafos que resultaron fáciles de resolver. Esto se cumpli´o para todos los grafos — los de

baja densidad y los de alta densidad — cuando se utilizaron todas las propiedades estruc-

turales, a excepción de la densidad, tamaño y orden, lo cual se explica al inicio de esta

subsección. En la Figura 6.14 se muestra dos proyecciones de estos grupos como ejemplo;

Weka genera una matriz de proyecciones para cada par de propiedades de las instancias e

identifica mediante colores en qué grupo quedo cada instancia.

Con el análisis por agrupamiento, también se pudo apreciar en la Figura 6.14(b)

cuáles propiedades estructurales permiten distinguir entre instancias que resultaron fáciles

y difı́ciles de resolver. En la Subsección 6.6.3 se concluyó que las instancias generadas con

los modelos RGG y WS son dı́ficiles de resolver; estas instancias tienen un alto valor en

el coeficiente de agrupamiento. Se puede observar en la Figura 6.14(b) que se separan de

las demás instancias generadas con los modelos BA, ER, y KL.También se concluyó que

las instancias que fueron fáciles de resolver fueron las generadas con los modelos BA y

ER, como se puede observar nuevamente en la Figura 6.14(b): tienen valores pequeños de

coeficiente de agrupamiento del grafo aunque con una diferencia importante en cuanto a

la desviación estándar de la distribución del grado. En los grafos generados con el modelo

BA la desviación estándar de la distribución del grado tiende a ser mayor; esto por la

presencia de pocos nodos con un alto grado y muchos nodos con un grado pequeño. Se
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puede distinguir como los grafos difı́ciles se ubican en la parte superior de la gráfica y las

instancias fáciles en la parte inferior.
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Figura 6.14: Resultados del agrupamiento realizado con Xmeans para instancias
de grafos con100 nodos. A la izquierda, se muestra una proyección de los gru-
pos usando las propiedades de grado promedio y longitud de ruta, en la cual no
se aprecia una separación clara de las instancias de acuerdo al modelo usado. A
la derecha, se muestra una proyección de los grupos usando las propiedades de
coeficiente de agrupamiento del grafo y desviación estándar de la distribución del
grado, siendo estas propiedades las que permiten al algoritmo Xmeans distinguir
entre instancias generadas con diferentes modelos y tambi´en permite distinguir
como las instancias fáciles y dı́ficiles se ubican en regiones diferentes de la pro-
yección.

Para corroborar estas observaciones, se realizó el análisis por agrupamiento para los

demás grafos de baja densidad, en la Figura 6.15 se puede observar que el coeficiente

de agrupamiento de los grafos y la desviación estándar de la distribución del grado dis-

tinguiendo instancias fáciles e instancias dificiles: a mayor coeficiente de agrupamiento

del grafo más difı́cil es de resolver esa instancia. El efecto del incremento del orden del

grafo muestra dos fenomenos interesantes: para las instancias BA la desviación estándar

aumenta, a pesar de ello el coeficiente de agrupamiento del grafo permanece bajo, lo que

las mantiene dentro del régimen fácil. Por otra parte parainstancias RGG el coeficiente

de agrupamiento del grafo disminuye lo que hace que vaya del régimen difı́cil al fácil.

Esto indica que para el problema de coloreo de grafos elcoeficiente de agrupamiento del

grafo2 y la desviacíon est́andar de la distribucíon de gradoson propiedades estructurales

relevantes que influyen en la dificultad de solución.

2La definición de esta propiedad y la ecuación para calcularla se encuentra en la Sección 2.2.1



CAPÍTULO 6. CASO DE ESTUDIO 98

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0  1  2  3  4  5  6

C
oe

fic
ie

nt
e 

de
 a

gr
up

am
ie

nt
o

Desviación estándar de la distribución del grado

ER

BA

SW

KL

RGG

(a) Grafos con400 nodos.

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0  1  2  3  4  5  6  7

C
oe

fic
ie

nt
e 

de
 a

gr
up

am
ie

nt
o

Desviación estándar de la distribución del grado

ER

BA

SW

KL

RGG

(b) Grafos con900 nodos.
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Figura 6.15: Resultados del agrupamiento realizado con Xmeans para instancias
de grafos con400, 900, 1,600, 2,500, 3,600 y 4,900 nodos. Para cada conjunto de
grafos de determinado orden se muestra una proyección de los grupos usando las
propiedades de coeficiente de agrupamiento del grafo y desviación estándar de
la distribución del grado, siendo estas propiedades las que permiten al algoritmo
Xmeans distinguir entre instancias generadas con diferentes modelos y también
permiten distinguir como las instancias fáciles y dı́ficiles se ubican en regiones
diferentes de la proyección.
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Un caso interesante es el de los grafos generados con el modelo KL. Estos grafos

son instancias dı́ficiles para el problema de coloreo de grafos no obstante el coeficiente

de agrupamiento no es un valor alto como en las instancias RGGy WS; sino más bien

valores de coeficiente de agrupamiento similares a los grafos BA y ER. Sin embargo, la

desviación estándar de la distribución de grado es baja en estos grafos y prácticamente

al incrementar el orden de los grafos se sitúan en la misma región en cada una de las

proyecciones mostradas en la Figura 6.15. Un aspecto que vale la pena recordar de las

instancias que permanecen difı́ciles para cualquier ordendel grafo, es que estos modelos

— KL y WS — generan estas instancias a partir de una malla y un anillo respectivamente,

los cuales pueden verse como grafos regulares.

6.6.5 REGRESÍON LINEAL MULTIPLE

Para confirmar las observaciones realizadas en la subsecci´on anterior acerca de las

propiedades estructurales que influyen en la dificultad de solución y tener una idea cuan-

titativa de cómo estas propiedades influyen, se realizó una regresión lineal múltiple con la

siguiente ecuación:

Y = β1X1 + β2X2 + β3 + ǫ, (6.4)

donde la variable dependienteY es el área bajo la curva (en escala logarı́timica) y las

variables independientes son la desviación estándar de la distribución del gradoX1 y el

coeficiente de agrupamiento del grafoX2 de las instancias de100 nodos generadas con los

diferentes modelos. Los coeficientes de regresiónβ1 y β2 miden las intensidad del efecto

de las propiedades según su magnitud sobre la dificultad de solución.

Tabla 6.5: Resultados de la regresión lineal múltiple.

Algoritmo
β1 β2 β3 R2

Desviación estandar Coeficiente de agrupamiento

PartialCol −0.2619 0.9437 7.7359 0.880
React-PartialCol −0.2589 1.1470 7.6559 0.897
TabuCol −0.0644 0.7959 7.9549 0.538
React-TabuCol −0.0720 0.8012 8.0158 0.540

En la Tabla 6.5 se muestran los resultados obtenidos para loscoeficientesβ1 y β2 que

indican el incremento en la dificultad de solución por el incremento de los valores de las

propiedades estructurales. Se puede observar que el coeficiente de agrupamiento tiene una

correlación positiva con la dificultad solución de maneraque al aumentar el coeficiente de

agrupamiento en el grafo la dificultad de solución aumenta.
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Para el caso de los algoritmos PartialCol y React-PartialCol el estadı́sticoR2 —

mostrado en la Tabla 6.5 — indica que el modelo de regresión usado explica cerca del

88% de la variabilidad de la dificultad de solución usando el coeficiente de agrupamiento

y la desviación estándar de la distribución del grado como variables de regresión. Para

los algoritmos TabuCol y React-TabuCol el modelo usado explica cerca del54% de la

variabilidad de la dificultad de solución. En la Figura 6.16se muestran los planos de

regresión asociados a este análisis.
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Figura 6.16: Planos de la regresión lineal efectuadas para explicar la dificultad
de solución de las instancias con respecto a las propiedades de coeficiente de
agrupamiento del grafo y desviación estándar de la distribución del grado.

Cabe señalar que dentro del presente trabajo de tesis no se buscó establecer lacausa

de que las instancias sean difı́ciles o fáciles de resolver, ya que existen diversos factores

dominantes además de las propiedades estructurales, comolo es el tamaño y orden del

grafo — en general el tamaño de la instancia de un problema — yparámetros propios

del problema; el presente objetivo ha sido explorar la manera en que ciertaspropiedades

estructuralesafectan el desempeño de los algoritmos a pesar de ser iguales en términos

del tamaño de la instancia.
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CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Las verdades que revela la ciencia
superan siempre a los sueños que destruye.

- Joseph Ernest Renan.

El problema abordado en este trabajo de investigación es laidentificacíon de pro-

piedades estructurales en instancias de un problema — de igual tamãno — que afectan

el desempẽno de los algoritmosusados para resolver un problema y la determinación de

cómo ciertos valores de propiedades estructurales hacen que las instancias sean más fáci-

les o más difı́ciles de resolver. En otras palabras, la metafue podercaracterizar la dificul-

tad de una instancia en términos ḿas descriptivos que su tamaño. La principal hipótesis

fue que además del tamaño de la instancia y los parámetrosdel problema a resolver,la

complejidad de resolución de un problema dado una instancia también es afectada por

la estructura de lo misma.

Para resolver el problema planteado y probar la hipótesis,en este trabajo de tesisse

propuśo un marco de trabajopara estudiar el efecto de la estructura de la instancia en la

complejidad de solución de un problema computacional. El marco de trabajo señala consi-

deraciones a tomar en cuenta cuando se aborda el problema planteado, desde la selección

del problema computacional, las caracterı́sticas de la instancias, la selección de algorit-

mos para realizar el estudio, las medidas de desempeño algorı́tmico a considerar, hasta

recomendaciones para establecer relaciones entre la dificultad de solución y propiedades

estructurales, de manera que pueda aplicarse a diversos problemas computacionales.

Estas condiseraciones fueron tomadas en cuenta alaplicar este marco de trabajo

al problema de coloreo de grafos, el cual es representativo de muchas clases de proble-

mas de grafos interesantes y optimización combinatoria, diversas áreas de conocimiento

tales como la teorı́a de grafos, teorı́a de redes complejas,complejidad computacional,

101
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metaheurı́sticos, sirvieron para dar soporte a cada una de las actividades señaladas en el

marco de trabajo.

Para efectuar el estudio del efecto de las propiedades estructurales sobre el desem-

peño algorı́tmico, se identificó la necesidad de contar con una medida de desempeño que

fuera independiente de ciertos factores como las caracter´ısiticas del equipo en el cual se

llevan a cabo experimentaciones, detalles de implementación, algoritmos usados, entre

otras. Ante tal situación sepropuso una medida de desempeño algoŕıtmicobasada en la

manera en que los algoritmos convergen hacia una determinada solución.

En el caso de estudio abordado, se generaron grafos con diferente estructura e igual

tamaño, siendo una parte importante en este caso la determinación de parámetros de los

modelos de generación usados para logar tal objetivo; una vez generados los grafos se

procedió a la caracterización mediente propiedades estructurales usadas en la teorı́a de

redes complejas. Se eligieron algoritmos del estado del arte que resuelven el problema

de coloreo de grafos. Un punto importante es elegir algoritmos que formulen de manera

diferente las estrategı́as de solución; en este paso siempre es importante tener en cuenta

queno se desea comparar entre algoritmos para determinar cuál es mejor o peor que otro,

lo que se desea comparar es el comportamiento del mismo algoritmo sobre un conjunto

de instancias de igual tamaño y diferente estructura.

Los resultados del desempeño algorı́tmico sobre diferentes estructuras de grafos ob-

tenidos a partir de la aplicación del marco de trabajo al problema de coloreo fueron anali-

zados a través de gráficas y pruebas estadı́sticas e indicaron que la medida de desempeño

algortı́tmico propuesta refleja adecuadamente el efecto dela estructura de la instancia en

el desempeño algorı́tmico en el problema de coloreo de grafos. Además permitióconcluir

que los grafos que resultaron más dif́ıciles de resolver por los algoritmos usados para

el estudio fueron los grafos generados con los modelos de grafos geoḿetricos aleatorios

(RGG) y Watts-Strogatz (WS), los cuales tienen valores de coeficiente alto, en compa-

ración con los deḿas modelos usados, resultando los grafos generados con el modelo

Erdős-Ŕenyi (ER) y Barab́asi-Albert (BA) ḿas f́aciles de resolver.

Un caso especial es el de los grafos generados con el modelo deKleinberg (KL) ya

que estos resultaron difı́ciles de resolver, pero el coeficiente de agrupamiento no es tan

alto como el de los grafos generados con los modelos RGG y WS.Se pudo concluir que

el coeficiente de agrupamiento y la desviación est́andar de la distribucíon de grafo son

propiedades estructurales que afectan la dificultad de solución. Es de principal interés en
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trabajos futuros analizar más detalladamente las propiedades estructurales para los grafos

KL.

En una primera aproximación se realizó una regresión lineal múltiple para estable-

cer una relación entre el coeficiente de agrupamiento y la desviación estandar de la dis-

tribución del grado con la dificultad de solución de la instancia, siendo el coeficiente de

agrupamiento la propiedad que más influye en la dificultad asociada a la instancia.Es de

interés dentro del trabajo futuro verificar rigurosamente esta relación tomando en cuenta

otro modelo diferente al lineal.

Se puedeconcluir que el marco de trabajo propuesto es efectivo y práctico para

caracterizar la dificultad inherente a la estructura de instancias iguales en tamaño pero

distintas en términos estructurales, dadas las observaciones puntualizadas anteriormente;

también se puede concluir que la medida de desempeño es fácil de calcular, fácil de incor-

porar en un algorı́tmo e intuitiva de interpretar que puede ser empleada cuando se buscan

diferencias en el comportamiento algorı́tmico sobre un conjunto de instancias con dife-

rente estructura e igual tamaño. Esta medida se basa en la manera en que los algoritmos

convergen hacia una determinada solución.

Resultados de esta investigación fueron presentados en ALIO-INFORMS Joint In-

ternational Meeting 2010, en Buenos Aires, Argentina, bajoel tı́tulo Structural Comple-

xity in Complex Networkscomo ponencia; además se envio el artı́culo tituladoStructural

effects in algorithm performance: A framework and a case study on graph coloringuna

revista internacional indizada.

Dentro del trabajo futuro es de interés estudiar la distribución del coeficiente de

agrupamiento de los grafos en el conjunto de instancias identificadas como difı́ciles, ya

que algunas son más dificiles que otras. El objetivo práctico es caracterizar la dificultad de

una instancia directamente en términos de un rango en el cual las propiedades estructurales

caen, en particular usar valores aproximados en lugar de calcular el valor exacto global

para grafos de gran tamaño ya que en algunos casos el tiempo de cómputo para calcular el

valor exacto de estas propiedades es elevado, siendo el cálculo aproximado de propiedades

estructurales otra área de oportunidad para futuros proyectos de investigación.

Una lı́nea de trabajo futuro prometedor es laoptimizacíon estructural, donde dado

un grafo, un problema computacional y la indicación de si sequiere que la instancia sea

fácil o difı́cil de resolver, gradualmente modificar la estructura del grafo hasta que cai-

ga dentro del régimen deseado de valores aproximados de laspropiedades estructurales;
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también se puede imponer unpresupuestoque restringa la cantidad de modificaciones

realizadas sobre la estructura.

Dentro del contexto de grafos, la optimización estructural como lı́nea de investi-

gación tiene una importancia práctica en el diseño o rediseño de redes de telecomuni-

caciones, vialidades, distribución de fluidos (agua, gas,drenaje de aguas negras, drenaje

pluvial) y rutas de evacuación, entre otras; de manera que los procesos que se lleven a ca-

bo en ellas sean fáciles o difı́ciles de llevarse a cabo seg´un las necesidades de su entorno

y que la construcción de una nueva infraestructura de red o modificación de una infra-

estructura existente sea a bajo costo. Estos dos aspectos, determinar la mejor estructura

que satisfaga las necesidades y que sean a bajo costo, pudiesen ser objetivos que se con-

trapongan, lo que llevarı́a a trabajar con problemas multiobjetivo. Además es importante

extender la aplicación del marco de trabajo a grafos dirigidos y ponderados.

Otra lı́nea de investigación prometedora es lacaracterizacíon y visualizacíon del

espacio de b́usqueda asociado a un problema. Siguiendo la problemática planteada en

este problema, es de interés poder determinar cómo la estructura de una instancia influye

en la estructura del espacio de búsqueda, de manera que estainformación sea usada en el

diseño de estrategias de búsqueda dada una estructura de instancia en particular.

Por otra parte, es de interés incorporar la medida de desempeño propuesta en el

diseño de algoritmos hiperheurı́sticos1 para ayudar a decidir que estrategia está teniendo

un progreso significativo sobre la instancia y si es conveniente reiniciar o no la estrategia.

1Un hiperheurı́stico es un método de búsqueda heurı́sticaque tiene como objetvio automatizar — muchas
veces incorporando técnicas de inteligencia artificial — en el proceso de selección, combinación, generación
y adaptación de heurı́sticas simples para resolver eficientemente problemas computacionales.
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AMARAL , L. A. N. y J. M. OTTINO (2004),✭✭Complex systems and networks: challen-

ges and opportunities for chemical and biological engineers✮✮, Chemical Engineering

Science, 59(8-9), págs. 1653–1666.
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BARABÁSI, A.-L. (2005),✭✭Emergence of scaling in complex networks✮✮, enHandbook of

Graphs and Networks, Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim, Alemania,
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BARABÁSI, A.-L. y R. ALBERT (1999),✭✭Emergence of scaling in random networks✮✮,

Science, 286(5439), págs. 509–512.
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BIRATTARI , M. y M. DORIGO (2007), ✭✭How to assess and report the performance of

a stochastic algorithm on a benchmark problem:meanor bestresult on a number of

runs?✮✮, Optimization Letters, 1(3), págs. 309–311.
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BOLLOBÁS, B. y O. RIORDAN (2002), ✭✭Mathematical results on scale-free random

graphs✮✮, en Handbook of graphs and networks, Wiley-VCH Verlag GmbH & Co.

KGaA, Weinheim, Alemania, págs. 1–37.
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LATORA, V. y M. M ARCHIORI (2001), ✭✭Efficient behavior of small-world networks✮✮,

Physical Review Letters, 87(19), págs. 198 701+.
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657.



FICHA AUTOBIOGRÁFICA
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