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RESUMEN

Vanesa Avalos Gaytan.

Candidato para el grado de Maestra en Ciencias en Ingenieria

con especialidad en Ingenieria de Sistemas.

Universidad Auténoma de Nuevo Ledn.

Facultad de Ingenieria Mecanica y Eléctrica.

Titulo del estudio:

AGRUPAMIENTO LOCAL EN GRAFOS DIRIGIDOS

Numero de paginas: 57.

En el presente trabajo nos enfocamos en la realizacién de una nueva técnica
para el agrupamiento local en grafos dirigidos mediante el uso de los tiempos de

absorcién y caminatas aleatorias de una cadena de Markov.

Nos hemos enfocado en el agrupamiento local ya que actualmente se sabe que el
trabajo existente para agrupamiento local es escaso, por otro lado también sabemos
que para el agrupamiento global en grafos existen métodos que dan buenos resulta-
dos. Sin embargo, estos métodos son muy costosos computacionalmente cuando se
tiene un grafo de tamano masivo y no se tiene interés en conocer todos los grupos
existentes en el grafo. La forma que proponemos para hacer agrupamiento local hace

uso de resultados existentes.
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El principal resultado de este trabajo es que se ha logrado obtener una buena
medida para hacer agrupamiento local por medio de los tiempos de absorcion y al
hacer la comparacion con el agrupamiento local obtenido por caminatas aleatorias,

los resultados han sido los que se esperaban.

Como trabajo futuro se propone extender los métodos a grafos ponderados
para hacer agrupamiento local ya que los resultados existentes para agrupamiento

global son aplicables a grafos simples y ponderados.

Dra. Satu Elisa Schaeffer

Asesor



ESTRUCTURA DE LA TESIS

En el presente trabajo se aborda el problema de Agrupamiento local en grafos
dirigidos, el problema y los conceptos descritos se presentan de la forma mas simple

posible para un mejor entendimiento de nuestro trabajo.

En el capitulo 1 se describe lo que es el agrupamiento de datos y se mencionan
algunos trabajos desarrollados. También exponemos cial es el objetivo de esta tesis
asi como la hipdtesis planteada y la metodologia utilizada para el desarrollo del
presente trabajo. En el capitulo 2 introducimos conceptos basicos sobre teoria de

grafos usados durante el trabajo que desarrollamos.

En el capitulo 3 nos enfocamos en describir qué es el agrupamiento de grafos,
cual es su objetivo y mencionamos ejemplos. Describimos el trabajo existente que se
ha desarrollado anos atras sobre métodos espectrales para agrupamiento, en parti-
cular para agrupamiento global y mostramos con un ejemplo en que consiste. Intro-

ducimos en qué consiste el agrupamiento local y ctial es su objetivo.

En el capitulo 4 se introducen propiedades relacionadas con cadenas de Markov
ya que la solucién que proponemos para hacer agrupamiento local en grafos dirigidos
se basa en el uso de los tiempos de absorciéon y caminatas aleatorias en cadenas
de Markov. De la misma manera, introducimos notacién matemaética para plantear
nuestro problema sin ningun inconveniente y vemos cémo el problema de particién

espectral puede ser modelado como un problema de programacién entera.

En el capitulo 5 mostramos la soluciéon propuesta, finalmente en el capitulo

6 explicamos la solucién propuesta por medio de caminatas aleatorias y damos los

VIII



resultados obtenidos, en el capitulo 7 damos algunas conclusiones.
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CapriTUuLO 1

INTRODUCCION

1.1 AGRUPAMIENTO DE DATOS

El agrupamiento es la clasificacién de objetos en diferentes grupos, 6 la par-

ticion de un conjunto de datos en subconjuntos (inglés: clusters) de modo que cada

subconjunto comparte alguna propiedad en comun, por ejemplo: color, textura o

tamano, ver Figura 1.1.

Generalmente, los objetos son agrupados por la proximidad de acuerdo a alguna

medida de distancia definida, por ejemplo si se tiene un conjunto de puntos en el

espacio, usualmente la distancia utilizada es la distancia Euclideana entre dos puntos

de este conjunto.

Existen medidas para medir que tan bueno es un agrupamiento, por ejemplo la

< § ) ¢
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Figura 1.1: Diferentes objetos clasificados por propiedades en comtn.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 2

medida F [44] la cual necesita de dos agrupamientos, uno obtenido mediante algin
método y el otro realizado manualmente. Esta da informacién sobre que tan rela-
cionados estan los agrupamientos; cuanto mas cercana sea a uno, mas relacionados
estan los agrupamientos. La medida de Dunn [17] es la razén entre la distancia
minima dentro de un grupo y la distancia maxima entre los grupos, esta medida
da valores altos para agrupamientos con grupos compactos y bien separados. Sin
embargo, se sabe que estd medida es muy sensible [6]. Otra medida que se usa es el
indice de Davies-Bouldin [14], éste es la proporcién entre la suma de la medida de
dispersion dentro de cada grupo y la separacion entre ellos. La medida de dispersion
se basa en la suma de la distancia entre el centro del grupo y el resto de sus ele-
mentos. Valores pequenos de este indice corresponden a grupos que son compactos
y cuyos centros estan alejados uno del otro. Existen otras medidas que se basan en

medir la densidad de la relacién entre los elementos de un conjunto de datos [44].

Agrupamiento de datos es un campo de investigacién con numerosas aplica-
ciones [25]. Es una técnica comun en andlisis estadistico de datos, el cual es uti-
lizado en muchos campos, incluyendo mineria de datos, reconocimiento de patrones,
andlisis de imdgenes y bioinformdtica. El objetivo es descubrir grupos de elementos
altamente relacionados en un gran conjunto de datos; muchos de éstos permiten una

representacion natural en forma de grafos. En la actualidad existen varios traba-

(Y AYATN c -
(MYRYAYLN ¢

BROR TRe—

Figura 1.2: Un agrupamiento de tres grupos, d(A4,C) y d(B,C) denotan la distancia entre

los grupos y d(i,7) es la distancia entre objetos de un grupo.
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jos acerca de agrupamiento de grafos no dirigidos [39], muchos de ellos utilizando
técnicas espectrales de grafos [10], con aplicaciones sobre segmentacion de imégenes
usando agrupamiento de grafos [40]. En los ultimos afios se han desarrollado algunos
métodos de agrupamiento para grafos dirigidos. Por ejemplo, Meila y Pentney [30]

abordan el agrupamiento para grafos dirigidos utilizando una variante del algoritmo

de Shi y Malik [40].

Los métodos mencionados se basan en técnicas espectrales de grafos y agrupan
todo el grafo al mismo tiempo, procesando informacién global de los datos, lo cual
es muy costoso computacionalmente cuando no se tiene interés en conocer todos los
grupos existentes. El trabajo que nosotros deseamos hacer es desarrollar métodos
de agrupamiento local con los cuales se puedan obtener agrupamientos buenos para

grafos dirigidos de tamano masivo.

Entre los trabajos mas recientes dedicados al agrupamiento local de grafos
podemos mencionar los de Chung [8], por ejemplo trabajos en los que estudia los
valores propios de matrices asociadas a grafos dirigidos, analiza la conexién con el
cociente de Rayleigh y utiliza la constante de Cheeger para establecer la desigualdad
de Cheeger para grafos dirigidos. Las relaciones que pueden existir entre lo anterior-
mente mencionado pueden servir para enfrentar diferentes problemas que surgen a

menudo en el estudio de cadenas de Markov [8].

Entre otros de los trabajos de Chung que podemos destacar son trabajos rela-
cionados con agrupamiento local para grafos dirigidos usando el PageRank [3] y cam-
inatas aleatorias [11], en los que se hace uso de la constante de Cheeger, propiedades

de caminatas aleatorias, la conductancia de grafos y métodos espectrales.

Un conjunto de datos es una coleccién de datos, usualmente presentados dentro
de una tabla. Cada columna representa una variable particular. Cada fila corresponde
a un miembro dado del conjunto de datos en cuestién. En esta tabla se enumeran
los valores para cada una de las variables, por ejemplo altura y peso de un objeto.

En matematicas, distancia se caracteriza como una funciéon que mide la disimilitud
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entre elementos de un conjunto, como se muestra en la Figura 1.2.

La mineria de datos [5] es el principio de los procesos de seleccién a través
de grandes cantidades de datos y obtener la informacién pertinente. Usualmente es
utilizado por organizaciones de inteligencia de negocios y analistas financieros, pero
es cada vez mas utilizado en las ciencias para extraer informacion de los enormes
conjuntos de datos generados por los métodos experimentales modernos y de obser-
vacion. La mineria de datos se ha descrito como “extraccion no trivial de la implicita,
previamente desconocida y potencialmente 1til informacion de los datos” y “la cien-
cia de extraer informacién 1til de grandes conjuntos de datos o bases de datos” [5].
El analisis de datos es el proceso de examinar datos con el objetivo de extraer so-
lamente los que aportan mayor informacion con el fin de llegar a alguna conclusion

razonablemente buena sin tener que utilizar todos los datos.

El analisis de datos estd muy relacionado con la mineria de datos. Esta tiende
a centrarse en los conjuntos de datos mas grandes pero con menos énfasis en hacer
inferencias; a menudo utiliza los datos originales para un propoésito diferente. Fre-
cuentemente, el anélisis de datos se divide en andlisis exploratorio de datos (AED) y
andlisis de datos de confirmacion (ADC) [5]. El objetivo del AED es descubrir nuevas
caracteristicas en los datos mientras que el objetivo del ADC es la confirmacién o

falsificacion de las hipotesis existentes.

1.2 OBJETIVO

Nuestro objetivo es desarrollar investigacion basica para problemas de agru-
pamiento de grafos con el fin de lograr un mayor entendimiento sobre las técnicas
de agrupamiento y entender a profundidad la estructura matemética del problema
que planteamos para desarrollar una técnica de solucion nueva, la cual sea eficiente
y justificada matematicamente. Asi mismo, también deseamos que la técnica desa-
rrollada explote tal estructura favorablemente y que posteriormente permita otras

variaciones mas.
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La técnica desarrollada es implementada por medio de un algoritmo para agru-
pamiento local en grafos dirigidos, al mismo tiempo que nos basamos en los métodos

ya existentes para grafos no dirigidos.

1.3 HIPOTESIS

La hipétesis que nos planteamos es que partiendo de la informacién existente
sobre agrupamiento global de grafos no dirigidos podemos desarrollar e implemen-
tar métodos para el agrupamiento local de grafos dirigidos eficientes y justificados

matemadaticamente.

En el mundo real existen diversos problemas los cuales pueden ser resueltos
mediante el andlisis de grafos. En la actualidad es de gran interés estudiar problemas
como el que trabajaremos ya que los resultados que se desean obtener pueden ser
aplicados en diversas areas como por ejemplo: mineria de datos, bioinformatica,
medicina y comunicacién. Existen resultados los cuales son aplicables a problemas
modelados mediante grafos no dirigidos. Nosotros deseamos desarrollar métodos para

grafos dirigidos a partir de los métodos existentes.

1.4 METODOLOGIA

La metodologia aplicada es el desarrollo e implementacién de algoritmos efi-
cientes de agrupamiento local de grafos dirigidos que atin no existen. Dado el enfoque
matematico en el disenio de las medidas de calidad del agrupamiento, el desarrollo
y estudio de tales algoritmos pertenece a un area entre las matematicas y ciencias
computacionales. Uno de los objetivos de este trabajo es desarrollar algoritmos con-
ceptuales para el agrupamiento local en grafos de tamano masivo. No es nuestro
objetivo la demostracion de teoremas matematicos ni de los algoritmos, sino hacer
uso de las matematicas y técnicas existentes para llegar a un resultado con el cual

se puedan obtener agrupamientos locales.
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Las aplicaciones reales provienen de varias ramas de la ciencia. Para llevar
acabo exitosamente el desarrollo de ésta investigacién, se satisfacen los siguientes

puntos:

1. Adquirir un buen entendimiento matematico de la estructura de subgrafos,
basado en el algebra de grafos y propiedades espectrales tales como los valores

y vectores propios de las matrices asociadas.

2. Detectar propiedades de calidad para determinar hasta que grado un subgrafo

dado forma un buen grupo para un agrupamiento.

3. Aprovechar de estas propiedades para determinar el mejor grupo para un

vértice de interes dado.

4. Realizar experimentacién aplicada a datos artificiales generados y datos de

problemas existentes relacionados con agrupamiento para probar los métodos.

En cada uno de los puntos anteriores prestamos cuidado especial para que
la adaptacién de los métodos también pueda ser extendida a grafos ponderados.
Asi mismo debemos explotar totalmente la estructura no uniforme de instancias
tipicas, en lugar de desarrollar métodos para “casos promedios aleatorios”. De este
modo podemos garantizar nuevos resultados y métodos ttiles para el uso practico

en diferentes areas de aplicacion.

En el caso de grafos ponderados y dirigidos, el problema de agrupamiento local
no tiene aun soluciones satisfactorias fundamentadas matematicamente ni éxito en
la practica. En las aplicaciones por lo general los grafos son ponderados y en muchos
de los casos dirigidos. Ambos aspectos dan al problema de agrupamiento local una
estructura matematica diferente a los problemas relacionados con grafos no dirigidos,
por lo cual es importante el estudio y solucién eficiente del desarrollo de métodos
eficientes para grafos dirigidos y ponderados. Aunque por lo general seran de tiempo

exponencial, ya que la naturaleza del problema de agrupamiento es NP-dura [39].
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Asi, la contribucion de éste trabajo es el desarrollo e implementacion de métodos

eficientes que sean justificados matematicamente.



CAPITULO 2

TEORIA DE GRAFOS

En este capitulo describimos las definiciones necesarias para familiarizarnos

con la teoria de grafos [7, 15], ya que ésta es la base fundamental de nuestro trabajo.

2.1 DEFINICIONES

Grafo: es un par de conjuntos (V, E), donde V' es un conjunto finito de puntos
V1, Ug, V3, ..., U, llamados vértices o nodos y E es un conjunto finito de aristas
eij, cada uno de los cuales une pares ordenados de vértices. A las aristas se les

puede asignar un valor o peso w;;, Figura 2.1.

?

wij

Figura 2.1: Grafo simple.

Grado de un vértice: es la suma (de los pesos) de los aristas incidentes a un

vértice. Se denota por d; = E w;j, Figura 2.2. Con frecuencia se considera:
J

1 sila arista e;; existe
'LUZ'j =
0 en otro caso.
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En este caso d; es el numero de aristas incidentes en el vértice 1.

Figura 2.2: El grado para cada uno de los vértices del grafo son: di = 2, do = 2, d3 = 3,

dy = 1.

Grafo completo: Si cada par de vértices estd conectado por un arista, se dice que

el grafo es completo, Figura 2.3. Si GG tiene n vértices, el nimero de aristas es

n(n—1)
5 -

Figura 2.3: En un grafo completo, cada vértice tiene grado n — 1.

Camino: Es una sucesion finita en la que aparecen alternadamente vértices y aristas

de un grafo dado G.

Grafo conexo: Si existe un camino entre cualesquiera dos vértices se dice que el

grafo G es conexo, Figura 2.4.

Constante de Cheeger: La constante de Cheeger de un grafo es una medida numéri-
ca que es estrictamente positiva si y sélo si G es un grafo conexo. Intuitiva-
mente, si la constante es muy pequena pero positiva, entonces se dice que

existe un cuello de botella en el sentido que hay dos conjuntos de vértices tales
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Figura 2.4: En este ejemplo existe un camino entre cada par de aristas

que entre ellos existen pocas aristas pero dentro de tales subconjuntos exis-
ten muchas aristas. La constante es grande si existen muchos aristas entre los

subconjuntos en que se ha dividido el conjunto de vértices [8, 9.

Grafo dirigido: Las aristas tienen direccién del vértice ¢ (punto inicial) al vértice
J (punto final). Asi, el grado del vértice i es el nimero de aristas que tienen
punto inicial en el mismo. Los vértices que no tienen aristas con punto inicial

en €l tienen grado cero como se muestra en la Figura 2.5.

@\\ ®
Figura 2.5: Para un grafo dirigido como el que se muestra el grado de los vértices es: d; = 0,

dy =2, dy =2, dy = 1.

/@

Grafo no dirigido: Las aristas no tienen direccion; el grado de un vértice es el

numero de aristas incidentes en si mismo.

Subgrafo: Sea A(Vi, Fy) un grafo, A es una subgrafo de G si Vi C V' y F; C E,
Figura 2.6.

Diametro: La distancia entre dos vértices es el menor nimero de aristas que se
requieren para ir de un vértice ¢ a un vértice j. El diametro en un grafo es la

mayor distancia entre dos vértices.
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?

wij

Figura 2.6: Los vértices y aristas en negrita forman el subgrafo A.

Volumen de un subgrafo: Es la suma de los grados de los vértices que pertenecen

al subgrafo A. Se denota por V(A) = > d;
i€A

Biparticién de un grafo: Siun grafo G(V, E') puede ser dividido en dos subgrafos
Ay Btalesque AUB =V y AN B = @, eliminando los aristas que unen A

y B, entonces se dice que (A, B) es una particién de V.

2.2 MATRICES: INCIDENCIA, ADYACENCIA Y LAPLACE

Existen diferentes formas de almacenar grafos en una computadora. La estruc-
tura de datos usada depende de las caracteristicas del grafo y el algoritmo usado
para manipularlo. Tedéricamente se puede distinguir la estructura de listas y las de
matrices, pero usualmente, lo mejor es una combinacién de ambas. Las listas son
preferidas en grafos dispersos porque tienen un eficiente uso de la memoria. Por otro
lado, las matrices proveen acceso rapido, pero pueden consumir grandes cantidades

de memoria.

Matriz de incidencia: Un grafo no dirigido con n vértices y m aristas tiene asoci-
ado una matriz de incidencia I. Denotemos por v; y v; los vértices incidentas
al arista e;;. En I en la posicién correspondiente a la columna e;; y la fila v;
hay un 1 y en la posicién correspondiente a la columna e;; y la fila v; hay un
—1; el resto de los elementos son cero. Por ejemplo en la Figura 2.7 mostramos

un grafo conexo de seis vértices y su matriz de incidencia es la ecuacion 2.1.
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Figura 2.7: Grafo simple conexo de seis nodos y su matriz de incidencia.

€12 €13 €15 €23 €34 €45 €46 Cs6

wf 1 1 1 0 0 0 0 0
wl-1 0 0 1 0 0 0 0
ws] 00 -1 0 -1 1 0 0 0

Io = (2.1)
w|l 0 0 0 0 -1 1 1 0
sl 0 0 -1 0 0 -1 0 1
w\ 0 0 0 0 0 0 -1 -1

Una o més columnas de la matriz de incidencia pueden ser multiplicadas por
—1, asi, cada matriz obtenida sigue siendo una matriz de incidencia para el

mismo grafo. Por ejemplo:

€12 €13 €15 €23 €34 €45 €46 CE56

wf-1 -1 -1 0 0 0 0 0
wl 1 0 0 1 0 0 0 0
U3 0 1 0 -1 -1 0 0 0

Io = (2.2)
Uy 0 0 0 0 1 -1 -1 0
sl 00 1 0 0 1 0 -1
w\ 0 0 0 0 0 0 1 1

sigue siendo una matriz de incidencia para el grafo de la Figura 2.7.

Matriz de adyacencia: Si G es un grafo con n vértices la matriz A n X n, cuyo

elemento a;; es 1 si existe la arista e;; y cero en otro caso, es llamada matriz
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adyacente de G. La matriz A para grafo de la Figura 2.7 es:

V1 V2 VU3 Vg Vs Vg

vwfO 1 1 0 1 0
w| 1 0 1 0 0 0
vs| 1 1 0 1 0 O
A= (2.3)
wl|lO0O 0 1 0 1 1
vs] 1 0 0 1 0 1
w\0 0 0 1 1 0

Obsérvese que por definicion A es una matriz simétrica.

Matriz diagonal de grados: Es una matriz diagonal denotada por D, donde el
elemento (7,7) es igual al grado del vértice i. En términos de A, d; = Zj @jj.

Para el grafo de la Figura 2.7 la matriz D es

(2.4)

o O o O NN o
o O o w o o
o O w o o o
o w o o o o
N O O O O O

o O O O O W

Matriz Laplaciana: Sea GG un grafo con n vértices y la matriz adyacente asociada.

La matriz Laplaciana de G, denotada por L, es una matriz n X n con entradas

di; sii=j,
L, — g J (2.5)
—Qij S #]

que es lo mismo que L = D — A. De esta forma, la matriz L para el grafo de
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la Figura 2.7 es:
3 -1 -1 0 -1 0
—1 2 -1 0 0 0
-1 -1 3 —1 0 0
L= (2.6)
0 0 —1 3 -1 -1
—1 0 0 -1 3 —1
0 0 0 -1 -1 2

Matriz Laplaciana Normalizada: Es definida como la matriz D:LD: y la de-

notaremos por £. Al normalizar la matriz Laplaciana todos sus valores propios

estan en el intervalo [0,2] y el més pequenio es cero [18, 19].



CAPIiTULO 3

TRABAJO EXISTENTE

3.1 AGRUPAMIENTO DE GRAFOS

Una de las propiedades de interés en el campo de redes naturales es la presencia
de grupos (clusters o comunidades) [32], esto es, la existencia de subgrafos inducidos
densos que tienen relativamente pocas conexiones hacia afuera comparadas con la

densidad interna [28].

El objetivo del agrupamiento de grafos es agrupar los vértices del grafo en
subgrupos tomando en cuenta la estructura de las aristas de forma tal que deben
existir muchas aristas dentro de los grupos y relativamente pocas aristas entre los
grupos. En la Figura 3.1 se muestra un grafo formado por conjuntos de vértices
que estan internamente conectados, los cuales forman pequenos grupos o “cuevas”,
en los cuales, el ultimo vértice de cada grupo se conecta con el primer vértice del
grupo vecino. Los grafos con esta estructura son conocidos como grafos de hombre

de cuevas [46].

Otro ejemplo clasico es un ejemplo de una pequena red social del mundo real
[48] que frecuentemente es mencionada en la literatura de agrupamiento de grafos
[33, 35, 47]. Esté es una red social de un club de karate que se dividi6 en dos grupos
(ver Figura 3.2), siendo este un caso ideal para algoritmos de dos—clasificacién que
agrupa un conjunto de datos u objetos en dos conjuntos. Existen trabajos [39] en los

que podemos encontrar informacién sobre los algoritmos de agrupamiento de grafos.

15
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Figura 3.1: Un grafo con estructura de cuevas [46] compuesto de seis grupos los cuales
estan formados por cinco vértices cada uno, y que estan conectados en un grafo circular
el cual se forma al “remover” una arista de cada grupo para usarla como la arista que
conecta al grupo con su grupo vecino. La arista que se remueve se muestra con una linea

punteada.

28 2 2 2 .
Q X S
= N <
AN == "
30 © 31
1

Figura 3.2: Red social del club de karate [48]. Los dos grupos en que se dividié el club
son indicados por la forma en que los vértices estan dibujados: los cuadros representan un

grupo y los circulos otro.
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3.2 METODOS ESPECTRALES PARA AGRUPAMIENTO

El agrupamiento espectral de puntos en el espacio, con frecuencia modelados
como grafos ponderados, es un tema ampliamente estudiado [23, 26]. En el contexto
de grafos, la técnica usualmente aplicada consiste en que el vector propio derecho
asociado al valor propio mas pequeno diferente de cero ,u{“l) de L es usado para
producir una biparticion del grafo tal que los vértices que corresponden a valores
negativos en el vector propio forman la biparticién S y los vértices correspondientes
a valores positivos estan en S\V. Este vector propio es llamado vector de Fiedler;,
la técnica fue propuesta por primera vez en 1975 [18, 19]. Para la matriz Laplaciana
normalizada el vector correspondiente es llamado vector de Fiedler normalizado. Los
trabajos sobre el vector de Fiedler basado en agrupamiento espectral son numerosos

desde hace varias décadas [1, 24, 37, 43].

3.3 AGRUPAMIENTO GLOBAL DE GRAFOS

El objetivo del agrupamiento global es determinar en un grafo dado G los grupos
existentes. Para fines practicos es muy caro computacionalmente cuando se tiene

interés en determinar solamente el grupo al cual pertenece un vértice.

Por ahora nos enfocaremos en mostrar de la forma més simple en que consiste el
agrupamiento global. Se ha mostrado a detalle [20] de manera muy sencilla que dado
un grafo GG, con el vector propio asociado al segundo valor propio As mas pequeno

de la matriz Laplaciana normalizada se puede obtener una buena biparticién:

_ 4D LD by

Ao ;
Ya2Y2

(3.1)
donde s es el vector propio correspondiente de \s.

Los signos de los elementos de y5 determinan los grupos G y G, donde i € Gy
siy; >0e1 € Gy siy; < 0. El valor propio As es conocido como el valor propio de

Fiedler y y, como el vector propio de Fiedler normalizado. En ocaciones los grupos
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determinados por GG; y G2 no son los mejores, pues existen casos en los que los signos

de y, no son el factor determinante para decidir qué vértices forman G; y cudles Gs.

Para el grafo que mostramos en la Figura 3.1, la biparticién basada en L agru-
pa tres de las cuevas completas en S de tal forma que asigna valores positivos para
cada una de las tres cuevas en S\ V. Sin embargo, usando el vector propio de Fiedler
normalizado, los signos de éste cambian y esto no nos da una divisiéon mas intuitiva
del agrupamiento de las cuevas, es en casos como este en los que debemos tomar
en cuenta la estructura del agrupamiento obtenido. Por ejemplo en la Figura 3.3 el
agrupamiento con el vector de Fiedler normalizado no es el mejor si consideramos
solamente los signos de s, sin embargo, observando la estructura que presenta el
agrupamiento podemos ver que los mejores grupos son determinados por los con-
juntos de vértices marcados en circulos negros y los vértices marcados en circulos
blancos. Es por ello que para decidir cual es la mejor biparticién también debemos
tomar en cuenta la esctructura que ésta presenta. Los dos vectores se visualizan en

la Figura 3.3.

Si solo existen dos grupos naturales en el grafo, la biparticion con el vector de

Vector de Fiedler Vector de Fiedler normalizado
0.3 N 1 0.3+ 1
(X ]
o [ ] [ ) e O ..
S o2} ] 02| o *%, ]
(7] Y LPYY]
>
3 01f o’ o 1 0.1t ]
° o
4 0 0r ®600 ©C0
c
@ o
§ 01 . %ot 1 -0.1 ¢ 1
c %% ° .
Qo -02r 1 -0.2 o 1
O o) o0
®eee’ 00 04
-0.3 1 -0.3 1
Vértices del grafo (cueva por cueva) Vértices del grafo (cueva por cueva)

Figura 3.3: Componentes del vector de Fiedler (a la izquierda) y el vector de Fiedler
normalizado (a la derecha) para el grafo de cuevas de la Figura 3.1. A simple vista la
estructura de los seis grupos es evidente en el vector de Fiedler; en cambio, el vector de
Fiedler normalizado agrupa los vértices en cuatro grupos, dos de ellos formados por dos

cuevas.
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Fiedler esta bien. Un ejemplo es la red del club de karate de Zachary de la Figura 3.2:
el vector de Fiedler correspondiente es mostrado en la Figura 3.4. Asi mismo, el
célculo recursivo de la biparticién en los grupos inducidos por S y V\S ayudaré al
grafo de entrada a ser agrupado en mas de dos grupos, pero para ésto se necesita
imponer un criterio de parada para determinar cuando terminard la biparticiéon de

los grupos resultantes.

3.4 AGRUPAMIENTO LOCAL DE GRAFOS

Como hemos mencionado antes, el agrupamiento local de grafos se enfoca en
determinar el grupo de un vértice de interés también llamado vértice semilla. Por
ejemplo en la Figura 3.5 podemos observar que el vértice semilla estd marcado en
amarillo en el grafo. En el agrupamiento local [35] el objetivo es encontrar el grupo
al cual pertenece un vértice semilla s € V' de interés. Esencialmente, la tarea es
encontrar una particiéon de un grafo G' en dos conjuntos de vértices S y V\S tal
que s € S y que S sea un buen grupo en algtin sentido predefinido. Comunmente se

incluye el criterio de calidad de capacidad de corte y medidas relacionadas tales como

Vector de Fiedler

Vértices del grafo

Vector de Fiedler normalizado

0.4 0.4
5 037 03} .
g 02 00 00 0o’ © 1 02t " .
T o1f 0 O] 01t " oL, = =
é or ] L] or 00 -
% -01 r - - - 01 00 000 g g0
g -02} -0.2 | o ]
38 o3l um -03 | lot
-04 | " -04 |

Vértices del grafo

Figura 3.4: Los vértices estan graficados en orden correspondiente a los vértices en la
Figura 3.2. Las componentes del vector de Fiedler (a la izquierda) y el vector de Fiedler
normalizado (a la derecha) para la red del club de karate de la Figura 3.2. Los vértices
pueden ser clasificados en dos grupos: aquellos cuyo valor es positivo en el vector de Fiedler

y aquellos cuyo valor es negativo.



CAPITULO 3. TRABAJO EXISTENTE 20

conductancia [41] que mide que tan conexo es un grafo en el sentido que controla que
tan rapido converge una caminata aleatoria a una distribucién uniforme, o medidas
basadas en la densidad [38]. También se han propuesto métodos motivados por redes

eléctricas tanto para agrupamiento global como para agrupamiento local [34, 35, 47].

Figura 3.5: El objetivo del agrupamiento local es determinar el grupo al que pertenece un
vértice de interés [35], por ejemplo en este grafo en amarillo denotamos el vértice de interés

v los vértices con el borde méas negro son los que pertenecen a su grupo.



CAPIiTULO 4

CADENAS DE MARKOV

Una cadena de Markov es un proceso estocdstico en el cual la probabilidad de
que ocurra un evento futuro depende sélo del estado actual. Las cadenas de este
tipo tienen memoria, es decir, “recuerdan” el ultimo evento y esto condiciona las
posibilidades de estados futuros, esta caracteristica es llamada Propiedad de Markov

[29]:
P{X) =ix|Xo =10, X1 =11, .., Xp—1 = i1} = P{ Xy = 0| X1 = ix1}. (4.1)

La probabilidad de transicién del estado actual ¢ a un estado futuro j es p(i,j),
donde
p(i,J) = P{Xp = | Xpm1 = ig—1}- (4.2)

La matriz de probabilidad de transicion P para una cadena de Markov es una matriz
n X n, para la cual las entradas P;; = p(i, j). P es una matriz estocastica, es decir,

OgPij§1para1§i,j§n,y2?:1Pij:1para1§i§n.

En general, cada cadena de Markov, independientemente de como sean definidas
las probabilidades de transicion, puede ser representada por un grafo dirigido pon-
derado donde cada estado en la cadena corresponde a un vértice y cada transicién
que tiene probabilidad diferente de cero corresponde a una arista y la probabilidad
de transicion corresponde al peso de la arista. Para un grafo no ponderado, cuando
nos movemos de un vértice a otro eligiendo un vértice vecino uniformemente al azar,
la matriz de transicién que resulta es la matriz de adyacencia normalizada (D~'A)

del grafo G. Esto significa que la probabilidad de moverse del vértice i al vértice j

21
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es simplemente 1/d(i).

Un estado j es accesible desde cualquier estado i, (i — j), si existe un entero
k > 0 tal que P(X) = j|Xo =) > 0. Cuando k = 0, cada estado es definido como
accesible desde si mismo. Se dice que el estado ¢ esta comunicado con el estado 7,
(1 j),si (i —j)y (7 — 7). Un conjunto de estados C' es una clase comunicada si
cada par de estados en C' se comunica con cualquier otro par de estados en C. Una
clase comunicada es cerrada si la probabilidad de salir de la clase es cero, es decir,

sit € C pero j ¢ C, j no es accesible desde 1.

Una cadena de Markov es irreducible si su espacio de estados es una clase
comunicada; es decir, en una cadena de Markov irreducible es posible llegar de un
estado a cualquier otro estado. Si la probabilidad de que nunca regresemos a un
estado 7, (estado de inicio), es diferente de cero, se dice que el estado i es un estado
transitorio. Si el estado ¢ no es transitorio, entonces se dice que es recurrente. Un

estado ¢ es absorbente si la probabilidad de salir de éste es cero, o sea, i es absorbente

siy sélo si p(i,i) =1y p(i,5) =0 para i # j.

4.1 CAMINATAS ALEATORIAS

Una caminata aleatoria simple en un grafo G' es una cadena de Markov finita
donde cada vértice v € V corresponde a un estado y la probabilidad de transicién
del estado 7 al estado j es p;; = d;'si (i,j) € E 'y cero en otro caso. Para un grafo
ponderado, p;; es la razén entre el peso de la arista (7, j) y la suma total de las aristas
incidentes a 7. La caminata se mueve de un vértice a su vértice vecino, es decir, dado
un vértice semilla sg se selecciona un vértice s; vecino de sy uniformemente al azar
y se mueve a sq; luego se mueve uniformemente al azar a un vecino sy de s;. Esto se
repite hasta que la caminata se ha movido un cierto niimero de pasos. Las caminatas
que son realizadas de éste modo se conocen como caminatas aleatorias ciegas. Cada
vez que la caminata se mueve a un vértice s;, se dice que el vértice ha recibido una

visita. La secuencia formada por los vértices visitados es conocida como un camino,
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Figura 4.1: La secuencia de vértices {1,2,3,4,5,6,7} es un camino.

ver Figura 4.1.

Denotemos la matriz de probabilidad de transicion de la cadena de Markov
por P = D'A. Note que incluso para grafos no dirigidos, P no es necesariamente

simétrica. Sin embargo la ecuacién (4.3) es una matriz similar
P=D:PD ;=D :AD:, (4.3)

la cual es simétrica ya que A es la matriz adyacente de un grafo no dirigido. Asi, P
y P tienen el mismo espectro de valores propios, los cuales son reales. La matriz £

también puede ser expresada en términos de P

L = D:LD:=D:D-A)D:

=

— D :(D-DP)D2=I-D:PD" (4.4)

- I-P.

Consecuentemente, A es un valor propio de la matriz P si y solo si p = 1 — X\ es
un valor propio de la matriz Laplaciana normalizada £. Asi, P, P y L tienen la
siguiente correspondencia: v es un vector propio derecho asociado al valor propio A
en P siy sélo si u = vDv es un vector propio derecho asociado al mismo valor
propio en P, y para el valor propio 1 — A en L. Denotemos los valores propios de P

en orden decreciente )\(()P) > A§P> > 0> )\gi)l. Dado que P es un matriz estécastica,
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)\(()P) = 1, correspondiendo al valor propio més pequefio p§ de la matriz Laplaciana
L. El resto de los valores propios de P satisfacen |)\§P)| < 1. Si ademas G es conexo
y no bipartito, la cadena de Markov determinada por P es ergddica, en tal caso
|>\§P)\ < 1 para todo ¢ > 1. Sin mucha pérdida de generalidad, nosotros asumiremos
esta condicion, ademas que todos los valores propios )\EP) son no negativos. Ambas
condiciones pueden ser cumplidas considerando, si es necesario, en lugar de P la

matriz de probabilidad de transicién de la caminata aleatoria lenta (inglés: lazy)
, 1
Para un grafo conexo G, esta cadena es ergddica, y tiene valores propios no negativos
o 1 i
A = S+ AWy, (4.6)

con vectores propios iguales a los de P. Entonces vamos a considerar una matriz de
transicion de probabilidad P’ obtenida de P’ por hacer un estado s dado absorbente,
el cual es el vértice semilla. Asi, P’ es por lo anterior igual a P, pero con todo p,; = 0
excepto para pys = 1. De aqui en adelante asumiremos, por simplicidad de notacion,

que s = n, asi que en particular P’ tiene la siguiente estructura de bloques

b1

El tiempo de absorcion m; desde el vértice i # s al vértice semilla s es el nimero
esperado de pasos de una caminata que inici6 en ¢ antes de llegar a s por primera vez.
Intuitivamente, los tiempos de absorciéon miden en un cierto sentido la proximidad
del vértice 7 al vértice s. Los vértices pertenecientes a un buen grupo S para s, si
tal grupo existe, debe tener caracteristicamente tiempos de absorciéon mas pequenos
que los vértices en V'\S. Sabemos que no todos los grafos presentan una estructura
de grupos, en tal caso ningin método de agrupamiento sera capaz de identificar un

grupo de alta calidad [39].
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Es bien conocido que los tiempos de absorcion para el vértice s = n pueden

ser calculados a partir de la matriz fundamental M
M=I+Q+Q*+Q*+...=1I-Q) ", (4.8)

donde Q es una matriz subestocastica obtenida de P’ (o equivalentemente de P’)
eliminando la fila y la columna correspondiente al vértice s = n (como se muestra

en la ecuacién 4.7), como la suma por filas de M
m; = M1 + m; 2 + ...+ mipn—1. (49)

En la Figura 4.2, ilustramos los tiempos de absorcion del grafo de la Figura 3.1:
calculamos con Matlab los tiempos de absorcion de todos los vértices a un vértice
aislado v, repetimos el célculo para cada vértice v, y formamos una matriz donde
cada columna representa el vector de tiempo de absorcién correspondiente a cada
vértice semilla. Hemos ordenado estos vectores de forma tal que todos los vectores
correspondientes a los vértices de una “cueva” se colocan antes de los de la proxima
cueva, y asi sucesivamente. La matriz es visualizada como una imagen en escala de
grises poniendo en negro el pixel en el que el tiempo de absorcién m; < 10.6 (esto
es, en la diagonal donde el tiempo de absorcién es cero y en los tiempos de absorcion
ma&s pequenos asi calculados), en blanco el pixel en el que el tiempo de absorciéon es
319.6, el cual es el maximo, y discretizando los valores intermedios a los 254 tonos
de la escala de grises. Las cuevas pueden ser vistas como bloques de 5 x 5 sobre la

diagonal, para hacer trivial el agrupamiento la matriz tiene un poco de ruido.

Ahora considere los valores propios de las matrices P y Q. La matriz P es
estocastica, por lo que su mayor valor propio es )\(()P) = 1, y dado que la cadena
es absorbente, el resto de sus valores propios satisfacen que |>\§P)| < 1, para 1 =

1,....,.n—1.

Denotemos a @ = D 2QD~z, donde D = diag(dy,...,dn_1). Como Q es
simétrica (ésta es obtenida de la matriz simétrica P eliminando la fila y la columna

correspondientes al vértice semilla n) y Q es similar a Q, ambas tienen espectro de
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Figura 4.2: La matriz de tiempos de absorcion compuesta por 30 vectores de tiempos de

absorcién usando cada vértice del grafo de la Figura 3.1 como un vértice semilla. En blanco

se representa al m;; maximo, en negro al m,;; minimo y ceros en la diagonal.

valores propios reales Spec(Q) = {)\EQ) > e > )\7(3)1}. Este espectro esta propia-
mente contenido en el intervalo [—1, 1], porque para algun vértice i # n adyacente a
n, pin > 0, asi la suma de la i—ésima fila de Q es menor que 1.

Aplica que [36]:

A

Spec(Q) = Spec(P)\{1}. (4.10)

Para probar estd afirmaciéon, sea A # 1 algin valor propio no principal de P y sea
v el vector propio correspondiente tal que Pv = \v. Dado que lan —ésima fila
de P es cero excepto para P, = 1, de ahi se deduce que v, = (Pv), = v, y
de A # 1 necesariamente v, = 0. Entonces para el vector de dimensién (n — 1)

v = (v1,...,v,-1) y para algun i = 1,...,n — 1 tenemos que:

n—1 n—1 n
Qv); = Zpiﬂ)} = Zpij'Uj = Zpijvj — PinUn
j=1 j=1 j=1
- (PV)z — UnPin = (PV)z

= v, = vl

(4.11)

Consecuentemente, v/ es un vector propio asociado al valor propio A de Q. Dado
que  fue elegido arbitrariamente de Spec(P)\{1}, esto establece que Spec(P)\{1} C

Spec(Q). Para el reciproco se prueba un argumento similar, si v/ = (vy,...,v,-1) €s
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un vector propio asociado al valor propio A de Q, entonces el vector v = (vq, ..., 0,_1,0)

es un vector propio asociado al valor propio A de P.

4.2 PARTICION ESPECTRAL COMO UN PROBLEMA DE

RELAJACION DE UN PROGRAMA ENTERO

El problema de particién espectral puede ser modelado como un problema
de optimizacién [27]. El uso del vector de Fiedler para biparticionar grafos puede
ser motivado de la siguiente manera (ver por ejemplo [20, 23]). Denote un corte
(biparticién) de un grafo G = (V, E) por los conjuntos de vértices S y S = V\S
como (S, 5). La capacidad de un corte (S, 5) es definida como

C(S,8)=|{{i.j} e E:ie S,jeS}. (4.12)

Un corte (S,5) puede ser convenientemente representado por un vector indicador

ve{+1,—1}" donde v; = +1sii € Syuv =—1sii€S. Entonces

C(S,5) = 1 > (v =) (4.13)

]

donde la suma es sobre todos los aristas (no dirigidos) (4,j) € E.

Por simplicidad, asumimos ahora que |V| = n es par, y consideramos que la
tarea es encontrar una biseccién éptima de G, es decir, un corte (.S, .5) que satisfaga

la condicién |S| = |S| = n/2 y que minimice C(S, S) sujeto a esta condicién.

Lo anterior es equivalente a encontrar un vector indicador v € {+1, —1}" que
satisfaga que ). v; = 0 y minimice la forma cuadratica ), j(vi — )%, 0 equivalen-
temente (dado un n fijo) minimice la razén:

i ZiNj(Ui - UJ)Q >
n/4 n
>
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Dado que el vector 1 de unos esta asociado al valor propio N?o) = 0 y por la ca-
racterizacién de Courant-Fisher del valor propio diferente de cero més pequeno ,u%‘l)

tenemos que:

2

. . V'Lv iU — )
IU(L) = min min 3 s
vil vTv > 0i=0 ; Ui

(4.14)

donde el minimo se toma sobre todos los vectores v # 0 que satisfacen la condicion
dada. Dado que nosotros también podemos, sin pérdida de generalidad, restringir
la minimizaci6 decir, 1 de 1 t 2 = la t

a minimizacién, es decir, la norma de los vectores ||v n, vemos que la tarea
de encontrar un vector de Fiedler de G es en realidad una relajacion fraccional del

problema combinatorio de determinar una biseccién éptima de G.

Esta correspondencia motiva la aproximacion espectral indicada previamente

a particionar un grafo conexo G [16, 18] como:

1. Calcular el vector de Fiedler v € R" de G.

2. Determinar el corte (S, S) por:

v, >0 = €5,
- (4.15)
1, <0 = 1¢€8.
El uso del vector de Fiedler normalizado para biparticionar grafos fue explorado

anteriormente [40], y se demostré que el vector de Fiedler de £ da biparticiones

optimas de acuerdo a la medida de la capacidad del corte normalizado:

oo C(S.5)  C(S,5)
C59) = o8y T Vo) (4.16)

donde Vol(S) = >

;es di- Dado que u es un vector propio de £ con valor propio A

siy s6lo si v = D~ 3u es vector propio de D™'L con valor propio A, el valor propio
,u(ﬁl) puede ser caracterizado en terminos de “ajustar el grado” con el cociente de

Rayleigh:

r i u'Lu min EZ’N]'(UZ' - 'Uj)z
= 1 = i
Ha) ulybr U'u  viD1 Y. dv?

(4.17)

Una extension natural del agrupamiento espectral al agrupamiento local es la idea

de considerar la matriz Laplaciana L o £ junto con la condicion de frontera de



CAPITULO 4. CADENAS DE MARKOV 29

Dirichlet y la idea de que los vectores v con el vértice semilla s fijo pueden dar
soluciones aceptables. Usando la matriz Laplaciana normalizada L y eligiendo vy = 0,
o equivalentemente u, = (vDv), = 0 como la condicién de frontera [10, 12]. Nuestro
objetivo de acuerdo al grupo para el “vector de Dirichlet-Fiedler” es minimizar la

restriccion del cociente de Rayleigh:

min LU g 2 . ) (4.18)
uus=0 utu vivg=0 Zz difui

Por simplicidad de notacion, asumimos nuevamente que s = n, observe que para cada
vector u = (ug,...,u,_1,0), el valor del cociente de Reyleigh en la ecuacién 4.18
es el mismo respecto al vector u’ = (uq,...,u,_1) y £, la cual es igual a £ con la
n—ésima fila y columna removidas. Por tanto, nuestro vector v para el agrupamiento
es, excepto para el cero final, la minimizacion de:

W)L S0 )
o) T ()

es decir, v/ = D iu para el vector propio principal u’ de la matriz Laplaciana L’.

(4.19)

Denotemos v = v/, y sea este el vector local de Fiedler asociado al grafo G y el

vértice semilla s = n.



CAPITULO 5

VECTOR DE FIEDLER LOCAL Y

TIEMPOS DE ABSORCION

Ahora probaremos que las componentes del vector de Fiedler v/ = (vy, ..., v,_1)
son aproximadamente proporcionales a los tiempos de absorcién m; descritos en la
seccion 4.1. La conexién entre los tiempos de absorcién proveen una interpretacion
natural de la nocién del vector local de Fiedler, y da ma&s soporte a la idea del
agrupamiento local restringiendo las técnicas espectrales. Anteriormente las cami-
natas aleatorias y el agrupamiento espectral han sido dirigidos por Meila y Shi [31]
y el agrupamiento local para PageRank por Andersen, Chung y Lang [2]. Exis-
ten propiedades espactrales de grafos ligadas a tasas de convergencia de caminatas

aleatorias [42]. Observemos primero que de la ecuacién (4.5):
£ =1-vDQDz=1-Q, (5.1)

donde Q es la matriz fundamental (cf. la seccién 4.1) y D = diag(dy, ..., d,_1). Dado

que Q es similar a Q, su espectro satisface que:

Spec(Q) = Spec(Q) = Spec(P)\{1}. (5.2)

Asi, ;1 # 0 es un valor propio de £’ si y s6lo si A =1 — u # 1 es un valor propio de
Q vy Q. Ademas, si u es un vector propio asociado al valor propio A en Q, entonces

_1 . . : :
v = D7 2u es un vector propio asociado al mismo valor propio en Q.

Sean entonces los valores propios de Q (igualmente Q) 1 > Ay > -+ > \,_1.

Dado que Q es simétrica, ésta tiene un sistema ortonormal de vectores propios

30



CAPITULO 5. VECTOR DE FIEDLER LOCAL Y TIEMPOS DE ABSORCION 31

uj,...,u, 1y una representacion [36]:
n—1
Q= Z At (5-3)
i=1

Denotemos por U la matriz con componentes U; = u;u;", observemos ahora que
por ortogonalidad de los vectores propios tenemos que U;U; = 0 para ¢ # j, y por

normalidad U? = Uj;. De las dos observaciones anteriores se sigue que:
Q' = "Z_f U, parat=0,1,... (5.4)
i=1
Dado que Q = D3 O+v/D, podemos obtener una representacién para Q7:
Q =D :0'VD = "Z_:l A(D ™ 2u;)(u;" VD) = "Z_i MNovivi"D, (5.5)
i=1 =1
donde v; = D_%ui es un vector propio asociado al valor propio A; de Q.

Sustituyendo ésto en la ecuacién 4.8 y denotando el vector 1 de dimension
(n — 1), asi obtenemos una expresiéon para el vector m de los tiempos de absorcién

m; en términos de los valores y vectores propios de Q, o equivalentemente Q:
m = Z Q1
t=0

donde d = (dy,...,d,_1)".

Ahora, si el valor propio \; esta bien separado del resto, es decir, si la razéon

|Ai/A1] es pequenio para i < 1, esto nos da una buena aproximacién para m:

00 n—1 t
Ai
m = 1+E Mo vivi"d + E (}\—) v;iv;"
t=1

i=2 1

S

~
posiblemente tiende a cero (57)

~ 1+ Z Xivlvle
t=1

= 1+ V1V1Td.

1
1—XN
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Incluso en casos donde no existe una diferencia (inglés: gap) evidente en el espec-
tro no podemos asumir nada acerca de la igualdad, pero hemos encontrado en los
experimentos (capitulo 6) que la aproximacién obtenida esta casi perfectamente co-
rrelacionada con los tiempos de absorcion exactos en los diferentes grafos de experi-

mentacion.

En la practica, no siempre es de interés calcular los tiempos de absorcién para
todos los vértices, especialmente en el calculo local. En tal caso, nosotros podemos
aproximar algunas de las componentes del vector de Fiedler. Para éste caso, podemos

escribir la k —ésima componente del vector como:
n—1
(Q'1), = (Z Agvivfm)
' k
n—1

=1 k
n—1 n

= N S ).

i=1 (=1

|

Ci
De la ecuacién 5.8 podemos obtener una expresion para el tiempo de absorciéon de

un vértice k al vértice s:

my = Z(Qtl)k

00 n—1 t
Ai
= 1+ Z M (c, (vi)k + Z ()\_) i (W)k)
t=1 =2 1
= (5.9)
=~ 1+Z)\1 (&1 (V1>k
t=1
A
= 1+ ! 1 (Vl)k
1-—XN
—_——

Ahora para un grafo GG dado, ¢’ es una constante y por lo tanto obtenemos la apro-
ximacién correspondiente m ~ 1 + ¢'v/ entre el vector de tiempos de absorcién m

y el vector local de Fiedler v/ = v;.
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5.1 APROXIMACION LOCAL DEL VECTOR DE FIEDLER

Para poder aproximar localmente el vector de Fiedler se puede tomar como
punto de inicio el cociente de Rayleigh de la ecuacion (4.19) [35]. Dado que se
estd normalizando libremente el vector de Fiedler eventual v/ por alguna longitud
deseada, se puede restringir la minimizacién a vectores que cumplan |v||3 =n = |V]|.
Asi, la tarea es encontrar un vector v para un vértice semilla s € V' que satisfaga:

vi= argmin{ Z(vj —u)? v, =0, ||v]3 = n} (5.10)
jnk
Est4 tarea se puede resolver aproximadamente reformulando la condicién ||v||3 = n

como una “restriccién suave” con un peso ¢ > 0, y minimizando la funcién objetivo
[35]:
1 ¢
2
flv) = §Z<Uj—vk) +5 <n—zvj) (5.11)
Jj~k J
por el método del gradiente descendente. Dado que las derivadas parciales de f

tienen la forma:
of

av; = —ka+(degj—c)-vj, (5.12)

ke~
el paso de descenso puede ser calculado localmente para cada vértice en el tiempo

t+1.

Es posible que la solucion converja a la solicién exacta incluso en grafos di-
rigidos en donde sélo conocemos las aristas que salen del vértice de interés, ésto
porque localmente el vértice semilla solo puede obtener informacion de los vértices
con que él se comunica. No puede obtener informacién de los vértices que entran a
él y ésto hace que la propagacién de informacion para saber si vértices que entran a
él pertencean a su grupo sea lenta. Lo anterior porque el vértice semilla tendria que
enviar informacion a alguno de los vértices que salen de €l y este a su vez buscar por

algin camino que lo comunique con el vértice que entra al vértice semilla.

Para grafos no dirigidos el paso de descenso es mas rapido dado que las arista

no tienen direccién. Esto hace que la solucién converja mas rapidamente. Se espera
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que la convergencia en el caso de grafos dirigidos sea més lenta y dejamos como tra-
bajo futuro la comprobacién experimental de tal hipdtesis. Por ahora continuaremos

refiriendonos a grafos simples.

Basandonos en la informacién acerca de los valores del vector v en el tiempo

t, denotamos por v(t) al vértice mismo y sus vecinos:

o(t+1) = 17j(t)+5~(Z@k—(degj—c)-ﬁj>, (5.13)

k~j

donde 0 > 0 es un parametro que determina la velocidad del descenso.

Asumiendo que el grupo natural del vértice s es pequenio comparado con el
orden n del grafo, la normalizacién ||v||? = n implica que la mayorfa de los vértices
j en el grafo deberfan tener v; &~ 1. De este modo, las iteraciones de descenso (5.13)
se pueden empezar de un vector inicial v(0) que tenga 7,(0) para el vértice semilla
s € V y 0,(0) = 1 para todo k # i. Las estimaciones necesitan ser actualizadas en el
tiempo t > 0 sélo para aquellos vectores j que tienen al menos un vecino k tal que

'f)k(t — 1) < 1.

Balancear la restriccién del peso ¢ en contra de la velocidad del gradiente
descendente § requiere algo de atencién. Se han obtenido [35] razonablemente resul-
tados estables con la siguiente heurfstica: dado un valor estimado k para el grado
promedio de los vértices en la red, el conjunto ¢ = 1/k y § = ¢, las iteraciones del
gradiente 5.13 se calculan hasta que todos los cambios en las aproximaciones de v

estén por debajo de e = §/10.

Los valores aproximados del vector de Fiedler obtenidos representan valores
de proximidad entre los vértices de V para el grupo de vértices de s. Determinar
una biseccién en S y V\S es una tarea de dos-clasificacién unidimensional que en
principio se puede resolver usando alguno de los patrones de clasificacion estandar,

tales como las variaciones del algoritmo de las k—medias [22].



CAPITULO 6

AGRUPAMIENTO POR CAMINATAS

ALEATORIAS

En esté capitulo mostramos los resultados obtenidos para el agrupamiento con
la aproximacién del vector de Fiedler a través de los tiempos de absorcion y el

agrupamiento con caminatas aleatorias.

Recordemos de la seccién 4.1 que una caminata aleatoria es un proceso en el
que dado un grafo G y un vértice sy de inicio “semilla” nos movemos uniformemente
al azar a un vecino s; de sg, luego nos movemos nuevamente uniformemente al azar
a un vértice vecino s3 de so, repetimos sucesivamente este proceso hasta que la

caminata cumpla un determinado ntimero de pasos.

El cédlculo de la matriz de tiempos de absorcién M, ecuacion 4.8, es muy costoso
computacionalmente. Este calculo es una operacion global lo cual implica que su
complejidad es peor que la cuadrética [13] por lo que las operaciones con matrices
de grandes dimensiones se complican y en ocasiones es imposible trabajar con toda
la matriz. Por esta razén se propone realizar la aproximacién del agrupamiento
local por medio de tiempos de absorcién con caminatas aleatorias cortas sobre un
grafo dado G. Es importante que el nimero de pasos de las caminatas sea pequeno
para que la caminata no alcance su equilibrio. Cuando una cadena ergddica esté en
equilibrio ya no se puede observar estadisticamente en cudl vértice inicié la caminata:

su distribucién estacionaria depende unicamente del grado de los vértices [29)].

35
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Recordemos que en el caso de agrupamiento local el interés es conocer los
vértices cercanos a un vértice semilla s y no propiedades globales, por lo cual la uti-
lidad de las frecuencias de visitas f de las caminatas aleatorias largas se pierde junto
con la informacién del vértice de inicio. La caminata aleatoria inicia en un vértice
semilla y el numero total de visitas que recibe cada vértice es llamado frecuencia de

una visita, el nimero total de visitas es llamado frecuencia de visitas.

Para el cdlculo de las caminatas aleatorias se ha desarrollado un algoritmo [4]
el cual describiremos ahora. La entrada del algoritmo es un listado de las aristas del
grafo, indicando en la primera linea el nimero total de vértices y aristas, junto con
el vértice de inicio. Se utilizan listas simplemente ligadas lineales para almacenar el
grafo en forma de listas ordenadas de adyacencia. También se utilizan para almacenar
las frecuencias de visitas a los vértices en V' al repetir r caminatas de k pasos
iniciadas en el vértice s. Los grados de los vértices son almacenados en un vector
d. La frecuencia de visitas a un vértice v se guarda a partir de la primera visita en
ello, por lo cual el tamano del grafo de entrada no afecta directamente la memoria

necesaria para almacenar las frecuencias.

Estudiamos tres ejemplos de grafos senalando las debilidades y fortalezas de
nuestra aproximacién. El primer grafo de la Figura 3.1 esta agrupado de forma alta-
mente simétrica y es llamado grafo de hombre de cueva, donde la simetria presente
causa problemas para la aproximacion propuesta. El segundo ejemplo es el grafo del
club de karate mostrado en la Figura 3.2. El tercer ejemplo es un grafo G, , que ge-
neramos uniforme al azar, con n = 100 y p = 0.1 [21], el cual por definicién no tiene
una estructura de grupos clara y no podemos esperar que los tiempos de absorcién

tengan patrones evidentemente claros.

En la Figura 6.1, mostramos las comparaciones entre los tiempos de absorcion
exactos y los aproximados (ecuaciéon 4.9 y ecuacién 5.7) para los tres ejemplos,
usando sélo el ultimo vértice como vértice semilla. Cabe senalar que el espectro de
estos grafos carece de una diferencia inicial grande, por lo cual no podemos esperar

que los valores aproximados tengan inclusive la misma magnitud que los valores
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exactos si s6lo el primer valor y vector propio son considerados. Ademas, la simetria
del grafo de hombre de cuevas es notable en el espectro: la diferencia se encuentra

después de seis valores propios (uno por grupo).

La correlaciéon es una medida sobre el grado de relaciéon entre dos variables,
sin importar cual es la causa y cual es el efecto. La dependencia de la que se habla
en este sentido es la dependencia entre la varianza de las variables: graficamente,
cuando existe una correlacién alta, observamos una dependencia lineal. En los tres
grafos estudiados la correlacion es alta: para el grafo de hombre de cuevas obtenemos
una correlacion de 0.99863, para el grafo que representa el club de karate tenemos
0.99636, y en el caso del grafo uniformemente al azar G, , [21, 45] observamos una
correlacién de 0.99999. También graficamos el vector exacto y el aproximado. De

hecho, en el grafo de hombre de cuevas la estructura de los seis grupos es muy

visible (Figura 3.1).

En la red del club de karate podemos ver que los dos grupos estan presentes:
uno con valores altos y otro con valores bajos como se muestra en la Figura 6.1. Como
era de esperarse, el grafo aleatorio uniforme no muestra una estructura de grupos
claros, pero los vértices muy cercanos al vértice semilla pueden ser identificados por

sus valores pequenos, mientras que la mayor parte del grafo tiene valores grandes.

Con el fin de comparar la aproximacion que proponemos, asi como para ilustrar
el calculo computacional en la aproximacion de la ecuacion 5.6 sumamos término por
término parcialmente

M, =1

M, = 1+Q

M, = I+Q+Q°

M; = I+Q+Q*+Q°

hasta un nimero fijo de iteraciones. Calculamos en cada iteracion la suma de cuadra-

dos de la diferencia entre las sumas parciales y los tiempos de absorcién exactos,
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dividido por el orden de cada uno de los tres ejemplos: el grafo de la Figura 3.1, el
grafo del club de karate de Zachary de la Figura 3.2 y el grafo aleatorio uniforme
Gnp- Los resultados sobre los vértices se muestran en la Figura 6.2 (a la izquierda)
junto con la correlacién de Pearson (en el lado derecho) obtenidos en cada iteracion.

En ambas gréaficas se muestra la media y la desviacién estandar.

Para la Figura 3.2 se ilustran los tiempos de absorcion para el agrupamiento

de la red del club de karate. Los tiempos de absorcion aproximados que son calcula-

Grafo de hombre de cueva  Red del club de karate Grafo aleatorio uniforme
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Figura 6.1: Comparacién de los valores aproximados y exactos (ecuacién 4.9) de los tres
ejemplos de grafos: el de hombre de cueva de la Figura 3.1, el grafo del club de karate
Figura 3.2 y el grafo G,, ,, usando un vértice aleatorio como vértice semilla. En la primera
fila mostramos el espectro ordenado de cada grafo, en la segunda la correlacién entre el
valor del vector exacto y el aproximado, y en la tercer y cuarta fila mostramos los valores

del vector exacto y aproximado.
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Figura 6.2: La suma de cuadrados exacta de la diferencia de los tiempos de absorcién (a la
izquierda) de los vectores estimados con diferentes valores para la aproximacién a través
de la ecuacién 5.6 y la correlacién de Pearson entre los valores de los vectores exactos y
aproximados (a la derecha para los tres ejemplos de grafos: el grafo de las Figuras 3.1 y
3.2), y el grafo G, ;. Los valores mostrados son las medias sobre conjuntos de vértices de
los dos primeros grafos, y sobre un conjunto de 100 vértices seleccionados uniformemente
al azar para el grafo G, ,. La desviacién estdndar mds pequena corresponde al grafo de
hombre de cuevas y la més grande al grafo aleatorio uniforme. Las lineas horizontales (las
tres se traslapan entre 0.980 y 0.997) corresponden a las medias de los coeficientes de

correlacién entre los tiempos de absorcién exactos y aproximados de la ecuacion 5.7.

dos con la ecuacién 5.9 se muestran en la Figura 6.3: observamos que la estructura
del grupo es fuerte cuando el vértice semilla es uno de los miembros centrales del
grupo, mientras que la tarea de clasificacién es dificil para vértices que tienen relati-
vamente poca comunicacion con los vértices del grupo al que pertenecen, lo cual era
de esperarse. Los agrupamientos de la Figura 3.5 pagina 20 fueron realizados con la

aproximacién local del vector de Fiedler [35].

6.1 EXPERIMENTOS DE CAMINATAS ALEATORIAS

Para analizar la supuesta comparacion entre los tiempos de absorcion y las
frecuencias de visita, se realizaron experimentos computacionales con un grafo no

dirigido y un grafo dirigido, ambos con pocos vértices para poder hacer el cédlculo
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Figura 6.3: Cuatro ejemplos de dos-clasificacién de vértices del la red del club de karate. Los
ejemplos de la columna izquierda tienen vértice semilla representado por los rectangulos
de la Figura 3.2 y los ejemplos de la columna derecha tiene vértice semilla representado
por los circulos. Los vértices son ordenados en el mismo orden que muestra su etiqueta
en la Figura 3.2 de la pagina 16 y en la posicién correspondiente al vértice semilla se ha
insertado un cero para representar absorcion instantanea. El grupo al cual pertenece al

vértice semilla estd dibujado en color negro y el otro grupo en blanco.

exacto de la matriz M para cada vértice semilla. El primer grafo con el cual se

realizé la comparacion es el grafo de la Figura 3.1.

Para cada uno de los vértices se calcul6 su tiempo de absorcién para determinar
el grupo al cual pertenece cada uno de los vértices, en este caso en la Figura 6.4
mostramos ejemplos de la comparacion de los grupos que se determinan por las
frecuencias de visita y los tiempos de absorcion, con ésto hemos comprobado la
hipo6tesis de que mientras un vértice tenga tiempo de absorciéon pequeno comparado
con el resto, pertenece al grupo del vértice semilla, vértices con frecuencia de visitas

alta pertenecen al grupo del vértice de semilla.

Para determinar por medio de caminatas aleatorias los grupos, se calcularon
las frecuencias usando r = 1,2, 3, ..., 30 utilizando como vértice semilla s cada uno
de los vértices. El proceso se repitié 30 veces por cada s para observar la variabi-
lidad en los resultados. Para determinar el niimero de pasos k de la caminata, se

buscé limitarnos al procesamiento local del grafo, por lo cual es necesario que k sea
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mucho menor que el didmetro: si k es igual al didmetro, la probabilidad de que cada
caminata visite a cualquier vértice es mayor que cero, por lo que la computacién
para determinar los grupos resulta ser global en un cierto sentido y no es ésto lo que

queremeos.

Hay grafos que no presentan una estructura de grupos naturales presentes.
En éste caso ningtun valor de k£ dard un agrupamiento claro para s y el resto del
grafo. Para los grafos que si cuentan con tal estructura, el diametro de un grupo
es tipicamente menor al diametro del grafo. Lo que nosotros buscamos es un valor
de k parecido al diametro del grupo, lo que convierte a k en el pardmetro mas
importante del método. Para valores demasiado pequenos, casi todos los vértices
que son visitados tienen frecuencias altas debido a que las caminatas raramente
salen del grupo, lo anterior hace posible que alguna parte del grupo no sea detectada.
En cambio, cuando los valores de k£ son demasiado altos, las caminatas empiezan a
visitar vértices con grado alto aunque no pertenezcan al grupo y por esta razon

dichos vértices son mal clasificados como miembros del grupo.

En la Figura 6.4 se muestran los tiempos de absorcion desde el vértice ¢ =
1,2,3,... junto con las frecuencias de visita con £ = 2 y r = 10. Los tiempos de
absorcién nos revelan la estructura global del grafo con las seis cuevas. Mientras

menor sea el tiempo de absorcion significa que el vértice correspondiente es més

1.2

~ Frecuencia —e—
Tiempo de abs. =

Figura 6.4: En el eje y estan los tiempos de absorcién y las frecuencias normalizadas

mientras el eje x corresponde a los vértices.
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cercano al vértice semilla, el cual siempre va a tener el minimo tiempo de absorcion,
mientras que las frecuencias separan localmente el grupo del vértice semilla del resto
del grafo, en este caso un mayor valor de frecuencia significa que el vértice es mas
cercano al vértice semilla, asi la méxima frecuencia corresponde al vértice semilla.
Tanto el vector de tiempos de absorcién como el vector de las frecuencias han sido

normalizados al intervalo [0, 1].

Como medida de relacién entre f; y m; se utilizo la correlacion entre los tiempos
de absorcién y las frecuencias de visita; ésta se calculé con los valores originales
de ambos vectores, es decir, no se normalizaron. La correlacién es una medida de
dependencia lineal que toma valores en el intervalo [—1,1]. Cuando esta en (0, 1] se
dice que existe una correlacion positiva y ambos datos crecen linealmente, cuando
estd en [—1,0) la correlacion entre los datos es negativa y mientras unos datos crecen
los otros decrecen. Asi mismo, cuando la correlacién entre dos grupos de datos es 1 o
—1 se dice que los datos estan relacionados perfectamente y cuando es cero implica
que no existe correlacion alguna entre los datos. En nuestro caso de que exista algo
de correlacién ésta debe ser negativa pues recordemos que a tiempos de absorcién
pequenos le corresponden frecuencias altas. Para el grafo de la Figura 3.1, se muestra

en la Figura 6.5 la correlacién para cada uno de los seis grupos.

Otro ejemplo es un grafo generalizado de hombre de cueva [45] de 30 vértices
y 248 aristas donde hay cuatro cuevas con densidad interna 0.95, es decir, 95 % de
las posibles parejas ordenadas de vértices estan conectadas, y la densidad entre las
cuevas es 0.08. Las aristas fueron orientadas al azar para obtener un grafo dirigido.
Se realizarén 30 repeticiones del método propuesto con k =2y r =1,2,3,...,30.
Los resultados obtenidos se muestran en la Figura 6.6. Observamos que el ntimero
de repeticiones para obtener una buena correlacion es baja, con r = 3 se obtiene
una buena correlacién, lo cual da indicios de que el método que proponemos para

agrupamiento local es eficiente.
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Figura 6.5: Correlacién entre los tiempos de absorcion y las frecuencias de visitas en el

grafo de hombre de cueva (Figura 3.1) con pardmetros k =2y r =1,2,3,...,30, promedio

y desviacién estandar sobre 30 repeticiones del método propuesto de caminatas aleatorias

cortas repetidas. Cada grafica corresponde la correlaciéon sobre el conjunto de vértices de

cada una de las seis cuevas, utilizando cada uno como vértice semilla.
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Figura 6.6: Correlacién entre los tiempos de absorcién y las frecuencias de visita en el
grafo dirigido de hombre de cueva generalizado con k =2y r =1,2,3,...,30, el promedio
y desviacién estandar son sobre las 30 repeticiones del método propuesto. Cada una de
las graficas muestra la correlacién sobre el conjunto de vértices de cada una de las cuatro

cuevas, utilizando cada uno como un vértice semilla.
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CONCLUSIONES

En el desarrollo de esté trabajo hemos presentado un método para el agru-
pamiento local de grafos dirigidos, el cual es motivado por la teoria y el agrupamiento
espectral de grafos y su relacién con los tiempos de absorcién de caminatas aleatorias
obtenidos al modelar los grafos dirigidos como una cadena de Markov. Durante todo
el trabajo hemos hecho hincapié en que queremos encontrar localmente el grupo de
vértices al cual pertenece un vértice semilla de interés, de tal modo que los vértices
en tal grupo sean estructuralmente cercanos a la semilla. Del mismo modo también
hemos visto que a un grafo dirigido se le puede asociar una cadena de Markov que

corresponde a una caminata aleatoria ciega en el grafo.

Hemos aprovechado eficientemente el hecho de poder expresar la cercania es-
tructural en terminos de los tiempos de absorcién para detectar vértices que son
“relativamente cercanos” al vértice semilla; asi mismo también hemos logrado de-
tectar el grupo del mismo vértice semilla a través de caminatas aleatorias cortas
repetidas desde este vértice, lo anterior se consiguié analizando la frecuencia de vi-

sitas a los otros vértices.

Los experimentos realizados se han hecho con grafos pequenos para tener la
facilidad de comparar los resultados obtenidos con tiempos de absorcién aproximados
y la frecuencia de visitas de las caminatas aleatorias, con los tiempos de absorcién
exactos. Podemos concluir que el método desarrollado es eficiente, pues basta con

una cantidad baja de repeticion de caminatas muy cortas para determinar al grupo
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de vértices al cual pertenece un vértice semilla dado.

Con lo anterior confirmamos la hipdtesis supuesta, podemos hacer uso del vec-
tor de Fiedler para aproximar los tiempos de absorcién. Esta forma de hacer agru-
pamiento local es una buena alternativa para el caso de grafos dirigidos debido a que
los resultados existentes de agrupamiento global para el caso de grafos simples no
aplican para ésta aplicacién ya que la matriz Laplaciana asociada a un grafo dirigido
no es simétrica por lo que dejan de cumplirse algunas propiedades importantes. En
éste trabajo se propuso como solucién alternativa el uso de los tiempos de absorcién

y las caminatas aleatorias.
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